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  ريزي خطي  مفاهيم برنامه

  

  
 

  1 تاريخچه و معني تحقيق در عمليات-1-1
هاي خيلي دور يافت، ولي  توان در زمان  را مي)OR(هاي خاصي از تحقيق در عمليات  ها و مدل اگرچه تكنيك

بسياري از مسائل . اند كه اين علم در خلال جنگ جهاني دوم شروع شد  بر اين عقيدهORنظران علم  صاحب
هاي مسائل  رفت يك فرد بتواند جواب استراتژي و تكنيكي جنگ نيروهاي متفقين به حدي پيچيده بود كه انتظار نمي

هاي علمي مختلف دور هم جمع شدند و  اي از دانشمندان با زمينه براي يافتن جواب اين مسائل پيچيده، دسته. را بدهد
گير اين افراد كه ناشي از فشار زمان جنگ  موفقيت چشم. واحد مخصوص را در نيروهاي مسلح متفقين تشكيل دادند

 ميلادي 1941در سال ها ظاهر گرديد هاي جنگي و زيردريايي هايي مانند رادار، پدافند هوايي، ناوگان بود، در زمينه
هاي خود را  مهاي موفق، تي هاي ديگر متفقين نيز با مشاهده اين روش دولت. مند شد ها بهره تيماين ارتش انگلستان از 

رو كار  مسائل اين گروه كلاًَ در زمينه عمليات نظامي بود، از اين. ها را پذيرفتند و به كار بستند تشكيل دادند و روش
  .  نام گرفت2آنها تحت عنوان تحقيق در عمليات نظامي

شان را به امكان  توجهفعال بودند،  تحقيق در عمليات نظامي پس از خاتمه جنگ، بسياري از دانشمندان كه در زمينه
 استفاده نمودند مؤسسات ORهايي كه از  هاي مشابه در مسائل كشوري معطوف داشتند، اولين سازمان كاربرد روش

هاي اخير كاربردهاي تخصصي  در سال. هاي بزرگ نفتي نام برد توان از كمپاني بزرگ بودند كه از بين آنها مي
ORهاي تخصصي مبتني بر زمينه كاربردي آن در حال گسترش و توسعه  ه، بسيار گسترش يافته، به طوري كه شاخ
  . باشد مي

  : انجمن تحقيق در عمليات آمريكا تعريف زير را براي تحقيق در عمليات ارائه كرده است
 ماشين سر وكار -هاي انسان  هاي علمي در جهت طراحي و عمل بهتر سيستم گيري تحقيق در عمليات، با تصميم«

  » .شرايطي خواسته شده براي تخصيص منابع نادر و كميابدارد، تحت 
هاي علمي، مديران را در امر  هاي كمي كه از طريق روش ها و تكنيك اي از مدل در واقع تحقيق در عمليات مجموعه

  . دهد گيري در شرايط منابع محدود ياري مي تصميم
 

  هاي تحقيق در عمليات   انواع مدل-1-1-1
ها، فرض بر اين است كه  در نوشتن اين نوع مدل. باشد هاي رياضي مي ، مدلORهاي  واع مدلترين نوع از ان مهم

وسيله توابع رياضي  رود كه به بنابراين علائم رياضي جهت نمايش متغيرهايي به كار مي. باشند پذير مي متغيرها كميت
  . شود وسيله الگوريتم مناسبي حل مي شوند و مدل به ميبه هم مربوط 

                                                 
1. Operation Research  

2. Military Operational Research 
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هاي  مدل. گردد  استفاده مي2هاي ابتكاري اكتشافي  و مدل1سازي هاي شبيه هاي رياضي، از مدل ه بر مدلعلاو

روند كه حل  هاي ابتكاري زماني به كار مي نمايد و مدل اي از زمان تقليد مي سازي رفتار دستگاه را براي دوره شبيه

 حالت با ابتكار خاص يك جواب براي دستگاه حدس در اين. هاي رياضي بسيار طولاني يا بسيار پيچيده باشد مدل

  . هاي بهتري به دست آيد گردد با تحقيق و بررسي، جواب شود و سعي مي زده مي

  

  3ريزي خطي برنامه -1-2
دود براي حهاي اختصاص دادن منابع م ريزي رياضي است كه با مؤثرترين روش اي از برنامه  ريزي خطي شاخه برنامه

ريزي خطي  همبرنا. سروكار دارد) حداكثر يا حداقل كردن(اي براي برآوردن هدف خاص  ه شدههاي شناخت فعاليت

هاي معلوم  بندي مسائلي است كه به تخصيص منابع محدود بين فعاليت تكنيكي بسيار قوي براي فرموله نمودن و مدل

ريزي خطي  ضي يك مسأله برنامهدهنده مدل ريا اجزاء اساسي تشكيل. شود به منظور نيل به هدفي مطلوب مربوط مي

  : عبارتند از

  . هاي مجهولي كه بايستي تعيين شوند فعاليت: متغيرهاي تصميم) 1

مدل بايد متضمن قيودي باشد كه متغيرهاي تصميم را در حد مقادير شدني آن محدود كند، : ها قيود يا محدوديت) 2

  . گردد اين قيود به شرايط موجود در مسأله برمي

كند و عموماً بيانگر يك  رها جهت معرفي هدف مسأله بيان ميي تابعي كه يك رابطه خطي بين متغ :هدفتابع ) 3

برحسب ) سازي هزينه سازي سود و كمينه بيشينه(باشد و نوع اين تابع  مي... سري مضامين مانند سود، هزينه، زمان و

  . گردد شرايط مسأله تعيين مي

  

  ريزي خطي  ي برنامه مسأله -1-2-1

كنيم عاري از  مثالي كه ارائه مي. كند ريزي خطي كمك مي كنيم، كه به تفهيم تعريف برنامه ابتدا يك مثال ارائه مي

  . هرگونه تعبيري است

  

  . ريزي خطي است اي از يك مسأله برنامه  مسأله زير، نمونه:1 مثال

min x x x

x x x

x x

x x

x , x

− +− +− +− +

+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤

− =− =− =− =

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥

≥ ≤≥ ≤≥ ≤≥ ≤

1 2 3

1 2 4

2 3

3 4

1 3

2 4

2

3 5

3

0 0

 

                                                 
1. Simulation Models 

2. Heuristics Models 

3. Linear programming 
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 11..................................................................................................................ريزي خطي   مفاهيم برنامه-فصل اول 

اي تعيين شود كه تابع هزينه خطي   متغيرهايي هستند كه بايد مقدارشان به گونهx4 و x1، x2 ،x3در اينجا، 

x x x− +− +− +− +1 2 32 اين قيدها،  بعضي از. نيمم شود اي از قيدهاي معادله و نامعادله خطي مي ، در رابطه با مجموعه4

xمانند  ≥≥≥≥1 x و 0 ≤≤≤≤3 ساير قيدها به صورت . كنند، ساده هستند ، كه در واقع علامت متغيرها را محدود مي0
i i

i ia x b , a x b= ≤= ≤= ≤= i يا ≥
ia x b≥≥≥≥ هستند، كه در آن ia يك بردار مفروض و tx (x ,x ,x ,x )==== 1 2 3 4 

  . بردار متغيرهاي تصميم است

ريزي خطي عمومي، يك بردار هزينه  در يك مسأله برنامه. پردازيم تعميم مسأله بالا ميحال به 

nc (c ,c , ...,c )==== 1 خواهيم تابع هزينه خطي   مفروض است و مي2
n

j j
j

cx c x
====

==== ∑∑∑∑
1

 nرا براي همه بردارهاي  

nxبعدي  (x , ...,x )==== بويژه فرض . نيمم كنيم اي از قيدهاي معادله و نامعادله خطي، مي  در رابطه با مجموعه1

Mكنيد  ,M ,M3 2  در هر يك از اين iها باشند، و فرض كنيد كه به ازاي هر  هاي متناهي از انديس  مجموعه1

چنين،  هم. كنند ام را تعريف ميi وجود دارد به طوري كه قيد ib و يك عدد ia بعدي nها، يك بردار  مجموعه

} مجموعه N2 و N1هاي  مجموعهفرض كنيد زير , ...,n}1دهنده انديس متغيرهاي  ، به ترتيب، نشانjx نامنفي و 

  در اين صورت مسأله، . نامثبت باشند

i
i

i
i

i
i

j

j

min cx

a x b i M

a x b i M

a x b i M

x j N

x j N

≥ ∈≥ ∈≥ ∈≥ ∈

≤ ∈≤ ∈≤ ∈≤ ∈

= ∈= ∈= ∈= ∈

≥ ∈≥ ∈≥ ∈≥ ∈

≤ ∈≤ ∈≤ ∈≤ ∈

1

2

3

1

2

0

0

 

nxبه . يمگير را در نظر مي , ...,x1بردار . گوييم  تصميم ميي متغيرهاx صادق در همه قيدها را يك جواب شدني 

 و N1 نه در jاگر . ناميم هاي شدني را مجموعه شدني يا ناحيه شدني مي مجموعه جواب. گوييم يا بردار شدني مي

 يك متغير آزاد يا نامقيد jxگوييم كه   وجود ندارد و در اين حالت ميjx آنگاه هيچ علامتي بر   باشد،N2نه در 

كند  نيمم مي  كه تابع هدف را ميx*يك جواب شدني . شود ع هزينه ناميده مي، تابع هدف يا تابcxتابع . است

cx*يعني، ( cx≤≤≤≤ به ازاي هر جواب شدني ،x ( يك جواب شدني بهينه، يا به طور ساده، يك جواب بهينه ناميده

 بتوان يك kاز طرف ديگر، اگر به ازاي هر عدد حقيقي .  هزينه بهينه گوييمcx* به در اين صورت. شود مي

 است ∞−∞−∞−∞−زينه بهينه گوييم كه ه  باشد، آنگاه ميk پيدا كرد به طوري كه هزينه آن كوچكتر از xجواب شدني 

 كران بييا گوييم مسأله نامحدود  گاهي اوقات، به طور ساده مي. (باشد يا اين كه هزينه بهينه از پايين نامحدود مي

  .) است 
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 1تحقيق در عمليات ..............................................................................................................................................12

  فرم ماتريسي آن و استاندارد  ، مسائل متعارفي-1-2-2

  : سازي بصورت زير است نيمم فرم متعارفي مسأله مي

n n

n n

n n

m m mn n m

n

min z c x c x ... c x

s.t. a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

x , x , ..., x

= + + += + + += + + += + + +

+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥

+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥

+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥

≥≥≥≥

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2 0

� � � �� � � �� � � �� � � �
  

  : در اينجا

1- nx ,...,x ,x2 هستند كه بايد ) متغيرها، متغيرهاي ساختاري، يا سطوح فعاليت(گيري   متغيرهاي تصميم1

  .مشخص شوند

 نامساوي-2
n

ij j i
j

a x b
====

≥≥≥≥∑∑∑∑
1

 ،i ضرايب . دهد را نشان مي) اختاري و يا فنيضمني يا تابعي، س( امين محدوديت

ija به ازاي i , ...,m==== 1 ،j , ...,n====  را تشكيل Aضرايب فني، ماتريس محدوديت . نامند  را ضرايب فني مي1

  . دهد مي

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

    
    
    ====
    
    
    

11 12 1

21 22 2

1 2

����

����

� � � �� � � �� � � �� � � �

����

  

شود، حداقل مقدار مورد نياز را براي   است، و بردار سمت راست ناميده ميibاش   امين مؤلفهiبردار ستوني كه 

nxهاي  محدوديت. دهد برقراري تساوي نشان مي ,x , ...,x ≥≥≥≥1 2   . هاي نامنفي هستند  محدوديت0

3- n nc x c x ... c x+ + ++ + ++ + ++ + +1 1 2  نشان zاست كه بايد بهينه شود و با حرف)  يا تابع مقصودتابع معيار(دف  تابع ه2

ncضرايب. دهيم مي , ...,c ,c2   .هستند) معلوم( ضرايب هزينه 1
أله را به صورت به اين منظور مس. تري بيان كرد توان با نماد ماتريسي به شكل ساده ريزي خطي فوق را مي مسأله برنامه

  : زير در نظر بگيريد
n

j j
j

n

ij j i
j

j

min c x

s.t. a x b ,i , ...,m

x , j , ...,n

====

====
= == == == =

≥ =≥ =≥ =≥ =

∑∑∑∑

∑∑∑∑

1

1

1

0 1
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 13..................................................................................................................ريزي خطي   مفاهيم برنامه-فصل اول 

n(cبردار سطري  ,c , ...,c )1 m و ماتريس b و x نشان دهيد و بردارهاي ستوني cرا با 2 n××××،A را چنين در
  : نظر بگيريد

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

    
    
    ====
    
    
    

11 12 1

21 22 2

1 2

����

����

� � � �� � � �� � � �� � � �

����

  

n m

x b

x b
x , b ,

x b

            
            
            = == == == =
            
            
                        

1 1

2 2

� �� �� �� �
  

  : سازي گويند نيمم تواند به صورت زير نوشته شود كه به آن فرم استاندارد مي ميآن وقت مسأله 
min cx

s.t. Ax b

x

====

≥≥≥≥ 0

  

  .سازي در جدول زير آمده است سازي و ماكزيمم نيمم يفرم متعارفي و استاندارد مسائل م

    سازي نيمم ي مي مسأله  سازي ي ماكزيمم مسأله

n

j j
j

n

ij j i
j

j

max c x

s.t. a x b ,i , ...,m

x , j , ...,n

====

====
= == == == =

≥ =≥ =≥ =≥ =

∑∑∑∑

∑∑∑∑

1

1

1

0 1

  

n

j j
j

n

ij j i
j

j

min c x

s.t. a x b ,i , ...,m

x , j , ...,n

====

====
= == == == =

≥ =≥ =≥ =≥ =

∑∑∑∑

∑∑∑∑

1

1

1

0 1

  
  1دشكل استاندار

n

j j
j

n

ij j i
j

j

max c x

s.t. a x b ,i , ...,m

x , j , ...,n

====

====
≤ =≤ =≤ =≤ =

≥ =≥ =≥ =≥ =

∑∑∑∑

∑∑∑∑

1

1

1

0 1

  

n

j j
j

n

ij j i
j

j

min c x

s.t. a x b ,i , ...,m

x , j , ...,n

====

====
≥ =≥ =≥ =≥ =

≥ =≥ =≥ =≥ =

∑∑∑∑

∑∑∑∑

1

1

1

0 1

  
  2يشكل متعارف

  

  3ريزي خطي فرضيات برنامه -1-2-3

بندي  ريزي خطي، چند فرض الزامي در فرمول سازي به صورت يك برنامه براي نشان دادن يك مسأله بهينه

  . شود ريزي خطي احتياج است، بحث مختصري از آن در اينجا ارائه مي برنامه

                                                 
1. Standard form 

2. Canonical form 

3. Assumptions of linear programming 
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 1تحقيق در عمليات ..............................................................................................................................................14

j در هزينه  jxسهم متغير  :1 فرض تناسب  -1 jc x  و در i امين محدوديتij ja x اين بدان معنـي اسـت كـه        .  است

شود، توجه شود كـه       ها و در هريك از محدوديتها نيز دوبرابر مي           دوبرابر شود، نسبت سهمش در هزينه      jxاگر مثلاً،   

انـدازي بـر آن       جـويي يـا درآمـدي يـا پـس           ام هزينه بيشتري دربر دارد يعني هيچگونه صرفه       jاستفاده بيشتر از فعاليت   

طبق اين فرض توان تمـام      . شود  اندازي براي شروع اين فعاليت منظور نمي        گونه هزينه راه    مترتب نيست و همچنين هيچ    

  . متغيرها بايد يك باشد

هاي انفرادي اسـت و آنكـه سـهم     كند كه هزينه كل، مجموع هزينه تضمين مياين فرض    :2پذيري   فرض جمع  -2

به بيان ديگر تأثيرات جايگزيني يـا متقابـل بـين    امين محدوديت مجموع سهام انفرادي فعاليتهاي انفرادي است،   iكل  

  . ها وجود ندارد فعاليت

توانند به هر اندازه كه لازم باشـد          گويد كه متغيرهاي تصميم مي       اين فرض مي   :)3پذيري  تقسيم (پذيري   بخش -3

در . باشـند   تقسيم شوند و بنابراين مجازند مقادير ناصحيح بگيرند و در نتيجه متغيرهاي تصميم، متغيرهـاي پيوسـته مـي                  

  . ريزي خطي عدد صحيح خواهد بود  برنامهمسألهصورت نقض اين فرض 

شـود هـر      فـرض مـي   .  همه بطور قطعي معلوم هـستند      ib و   jc  ،ijaيب  ضرا ):قطعيت (4 فرض معين بودن   -4

كاربردها و غيره وجود دارد با معادل       عنصر احتمالي يا تصادفي كه بطور ذاتي در تقاضا، هزينه، قيمتها، منابع موجود،              

  . رايب تقريب زده شوداش با اين ض قطعي
 

  5مسألهدستكاري  -1-2-4

توان با دستكاري ساده از يك شكل به شكل معادل ديگري تبديل كرد، اين دستكاري  ريزي خطي را مي  برنامهمسأله

  .گونه كه در ادامه خواهيد ديد از اهميت زيادي برخوردار است همان
  

   نوع تابع هدفتبديل -1

   : توجه داشته باشيد كهسازي و برعكس  نيمم ازي به ميس  ماكزيمممسألهتبديل براي 

max z cx min z cx= ⇔ − = −= ⇔ − = −= ⇔ − = −= ⇔ − = −  
  يا

max z cx min ( z) cx= ⇔ − = −= ⇔ − = −= ⇔ − = −= ⇔ − = −  
با ضرب ضرايب تابع هدف ) سازي ماكزيمم(سازي  نيمم ي مي مسألهتواند به  مي) سازي نيمم مي(سازي   ماكزيمممسأله

 مسألهبهينه ي قبلي از منفي كردن تابع هدف  مسألهجديد، تابع هدف  مسألهبعد از بهينه شدن .   به دست آيد-1در 

                                                 
1. Proportionality assumption 

2. Additivity assumption 

3. Divisibility assumption 

4. Deterministic assumption 

5. Problem manipulation 
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 15..................................................................................................................ريزي خطي   مفاهيم برنامه-فصل اول 

كند، در حالي كه منفي دوم مقدار تابع هدفها را با هم  آيد، در نتيجه منفي اول روش را عوض مي جديد به دست مي

  . كند مساوي مي
  

  ي نامساوي هاتمحدوديتبديل جهت  -2

ــساوي در يكــي از جهــت  ــك نام ــاي  ي ــا ≤≤≤≤(ه ــا ضــرب نمــودن در عــدد    را مــي≥≥≥≥) ي ــوان ب )ت ــه صــورت 1−−−−(    ب

  :  درآورد≤≤≤≤) يا ≥≥≥≥(

a x a x b a x a x b+ ≤ ⇔ − − ≥ −+ ≤ ⇔ − − ≥ −+ ≤ ⇔ − − ≥ −+ ≤ ⇔ − − ≥ −1 1 2 2 1 1 1 2 2 1  
  

 محدوديت تساوي به نامساوي تبديل  -3

   :صورت زير تبديل كرد توان به دو محدوديت نامساوي به  تساوي را ميهر محدوديت

a x a x b
a x a x b

a x a x b

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤
+ = ⇔+ = ⇔+ = ⇔+ = ⇔  + ≥+ ≥+ ≥+ ≥

1 1 2 2 1
1 1 2 2 1

1 1 2 2 1

  

   :نامساوي تبديل كردمحدوديت  m2توان به   محدوديت تساوي را ميmبنابراين 

n

ij j i
n j

ij j i n
j

ij j i
j

a x b ; i , ...,m

a x b ; i , ...,m

a x b ; i , ...,m

====

====

====


≤ =≤ =≤ =≤ =


= = ⇔= = ⇔= = ⇔= = ⇔ 

 ≥ =≥ =≥ =≥ =



∑∑∑∑

∑∑∑∑
∑∑∑∑

1

1

1

1

1

1

 

mبه ها را  توان تعداد محدوديت ت زير ميهمچنين با تبديلا ++++   : كاهش داد 1

n

ij j i
j

m n m

ij j i
i j i

a x b ; i , ...,m

a x b

====

= = == = == = == = =


≤ =≤ =≤ =≤ =



 ≥≥≥≥



∑∑∑∑

∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑

1

1 1 1

1

     يا     

n

ij j i
j

m n m

ij j i
i j i

a x b ; i , ...,m

a x b

====

= = == = == = == = =


≥ =≥ =≥ =≥ =



  ≤ ≤ ≤ ≤



∑∑∑∑

∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑∑∑ ∑

1

1 1 1

1

 

  

  

 محدوديت نامساوي به تساويتبديل  -4

a x a x b a x a x s b

x ,x x ,x ,s

a x a x b a x a x s b

x ,x x ,x ,s

+ ≤ ⇔ + + =+ ≤ ⇔ + + =+ ≤ ⇔ + + =+ ≤ ⇔ + + =

≥ ≥≥ ≥≥ ≥≥ ≥

+ ≥ ⇔ + − =+ ≥ ⇔ + − =+ ≥ ⇔ + − =+ ≥ ⇔ + − =

≥ ≥≥ ≥≥ ≥≥ ≥

1 1 2 2 1 1 1 2 2 1 1

1 2 1 2 1

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1

1 2 1 2 2

0 0

0 0
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 1تحقيق در عمليات ..............................................................................................................................................16

بكار  s2 جهت متغيرهايي نظير 2 و متغيرهاي مازادs1 نظير جهت متغيرهايي1در بيشتر كتابها نام متغيرهاي كمكي

 باقيمانده و مسألهمتغيرهاي كمكي در . در اين كتاب نام متغير كمكي را براي هر دو نوع بكار خواهيم برد. رود مي

  . دهند ا ميمقادير آنها در جواب بهينه، اطلاعات با ارزشي به م

  :به فرم متعارفي مسائل زير و تبديل آنها به فرم استاندارد توجه كنيد
Max cx

s.t. Ax b

x

≤≤≤≤ ⇒⇒⇒⇒

≥≥≥≥ 0

      

Max cx

s.t. Ax Is b

x,s

+ =+ =+ =+ =

≥≥≥≥ 0

 

 

Min cx

s.t. Ax b

x

≥≥≥≥ ⇒⇒⇒⇒

≥≥≥≥ 0

      

Min cx

Ax Is b

x,s

− =− =− =− =

≥≥≥≥ 0

 

  

  

  ا آزاد در علامت و نامنفي كردن آنهمقيد كردن متغيرهاي  -5

 در jxاگر متغير.  خطي كه متغيرهاي نامنفي دارند طراحي شده استريزي برنامهمسائل روش سيمپلكس براي حل 

  : روشهاي زير براي مقيد كردن وجود دارد باشد آن وقتآزادعلامت 

j را با jxآزاد در علامت  متغير مسألهدر ) الف j jx x x′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′= −= −= −= j كه در آن− jx ,x′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′ ≥≥≥≥  كنيم و اگر در  جايگزين مي0

|j تابع هدفسازي در نيمم  ميمسألهيك  x j وجود داشت آن را با | j j| x | x x′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′= += += +=  البته .كنيم  جايگزين مي+

jcبايد ≥≥≥≥ jcرا اگر باشد زي0 <<<<  بررسي  2ضميمه فصل  دليل اين مطالب را در .رود  تبديل فوق به كار نمي0

 .توان جايگزين كرد  متغير مقيد ميk2 متغير نامقيد را باk با اين روشدر نتيجه .خواهيم كرد

kxاگر) ب , ...,x ,x2  هستند آن وقت فقط يك متغير آزادمتغيري باشد كه تمام آنها در علامت k يك مجموعه1

jگزيني  در رابطه جاي′′′′′′′′xاضافي jx x x′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′= −= −= −= j به ازاي − , ...,k==== ′′′′jx، كه در آن 1 ≥≥≥≥ ′′′′′′′′xو 0 ≥≥≥≥  احتياج 0

j  بدين صورت كه بجاي تعريف.است j j j jx ,x ,x x x′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′ ′′≥ = −≥ = −≥ = −≥ =  متغير آزاد در علامت،  براي هر متغير 0−

jرا به صورت  ′′′′′′′′xاضافي jx Max{x : x }′′ ′′ ′′′′ ′′ ′′′′ ′′ ′′′′ ′′ ′′= ≥= ≥= ≥= ≥ ترين متغير را دارد   نقش منفي−−−−′′′′′′′′xدر اينجا تعريف كنيم، 0

را با حداقل آزاد در علامت  متغير kدر نتيجه ،تر از آن هستند  بيش′′′′jx به اندازه jxدر حالي كه ساير متغيرهاي 

k ++++  .توان جايگزين كرد مينامنفي  متغير 1

در يك محدوديت تساوي، آن را برحسب ساير متغيرها بدست آورده و آزاد در علامت در صورت وجود متغير ) ج

فرض  .كنيم  كمتر حل مي و يك متغير را با يك محدوديتمسألهدر ساير محدوديتها و تابع هدف جايگزين كرده و 

  ، ام به صورتiمحدوديتد در علامت بوده و يك متغير آزاx1كنيد

i i in n ia x a x ... a x b+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =1 1 2 2  

                                                 
1. Slack 

2. Surplus 
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 17..................................................................................................................ريزي خطي   مفاهيم برنامه-فصل اول 

iدلاباشد، اين قيد مع i in n

i

b a x ... a x
x

a

− − −− − −− − −− − −
==== 2 2

1
1

نيست وقتي  x1است و چون محدوديت ديگري روي 

در اين عبارت بدست  nx تا x2 با جايگزين كردن مقادير x1 مقادير بهين ساير متغيرها بدست آيند مقدار بهين

 حذف خواهد شد و بايد مسألهاز تمام قيود  x1با جايگزيني اين عبارت در قيود و تابع هدف متغير. آيد مي

  تعداد متغيرها را در،به اين طريقآزاد در علامت حذف هر متغير  .را نيز بدون تأمل حذف كرد ام iمحدوديت

  .شود  آسانتر حل ميمسألهشود و در نتيجه  كاهش داده و بعلاوه باعث كاهش تعداد قيود ميريزي خطي  مسأله برنامه
 

  . ش فوق است، ملاحظه كنيد زير را كه مثال خاصي از رومسأله :2 مثال

min x x x+ ++ ++ ++ +1 2 33 4  

s.t.       x x x+ + =+ + =+ + =+ + =1 2 32 5  

           x x x+ + =+ + =+ + =+ + =1 2 32 3 6  

                      x , x≥ ≥≥ ≥≥ ≥≥ ≥2 30 0  

   :آوريم و داريم  از قيد اول بدست مي آزاد است، مقدار آن راx1چون 

x x x= − −= − −= − −= − −1 2 35 2  

با كم كردن پنج از تابع ( معادلي به صورت زير خواهيم رسيد مسأله به   در تابع هدف و قيد دوم،x1با جايگذاري 

  ): هدف

min x x++++2 33  

          x x+ =+ =+ =+ =2 3 4  

          x ,x ≥≥≥≥2 3 0  

x در همين فصل بررسي خواهد شد، جواب عبارت است از مسألهنحوه حل اين  ====2 x و 4 ====3  و در نتيجه 0

x = −= −= −= −1 3 .  

 .متغيرهايي كه از بالا يا پايين كراندار هستند -6

jاگر jx l≥≥≥≥آنگاه متغير جديد ،j j jx x l′′′′ = −= −= −= − j(x )′′′′ ≥≥≥≥   .كنيم را در محدوديتها و تابع هدف جايگذاري مي0

jاگر jx u≤≤≤≤آنگاه متغير جديد ،j j jx u x′′′′ = −= −= −= − j(x )′′′′ ≥≥≥≥  .كنيم در محدوديتها و تابع هدف جايگذاري ميرا 0

  حذف قدرمطلق -7

 حذف قدرمطلق محدوديتها )الف

  :كنيم محدوديتي كه داراي قدرمطلق است را به صورت زير تبديل مي

f (x) a≥ −≥ −≥ −≥ |و− f (x) | a f (x) a≤≤≤≤ ⇒⇒⇒⇒ ≤≤≤≤  

f (x) a≤ −≤ −≤ −≤ |يا− f (x) | a f (x) a≥≥≥≥ ⇒⇒⇒⇒ ≥≥≥≥  

|توجه شود كه محدوديت  f (x) | a≥≥≥≥كند  فضاي جواب نقض ميپيوسته نبودنپذيري را به دليل   فرض تقسيم.  
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 1تحقيق در عمليات ..............................................................................................................................................18

  . ريزي خطي زير را بدست آوريد  فرم متعارفي مسأله برنامه:3 مثال

Max x x x

s.t. x x x

| x x |

x x x

x x x

x , x , x

+ ++ ++ ++ +

+ − ≥+ − ≥+ − ≥+ − ≥

− ≤− ≤− ≤− ≤

− − + ≤− − + ≤− − + ≤− − + ≤

− + =− + =− + =− + =

≥ ≤≥ ≤≥ ≤≥ ≤

1 2 3

1 2 3

2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4 3 5

2 5

3 3

2 2

3 2 3 4

0 0

 

  با اعمال تغييرات زير، 

x x , x

x x x , x ,x

f (x) b
| f (x) | b

f (x) b f (x) b

′ ′′ ′′ ′′ ′= − ≥= − ≥= − ≥= − ≥

′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′ ′′= − ≥= − ≥= − ≥= − ≥

≤≤≤≤
≤≤≤≤ ⇒⇒⇒⇒ 

≥ −≥ −≥ −≥ − ⇒⇒⇒⇒ − ≤− ≤− ≤− ≤

2 2 2

3 3 3 3 3

0

0  

g(x) b
g(x) b

g(x) b

≤≤≤≤
==== ⇒⇒⇒⇒ 

− ≤ −− ≤ −− ≤ −− ≤ −
 

  : داريم

Max x x x x

s.t. x x x x

x x x

x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x ,x ,x ,x

′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′− + −− + −− + −− + −

′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′− + + − ≤ −− + + − ≤ −− + + − ≤ −− + + − ≤ −

′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′− − + ≤− − + ≤− − + ≤− − + ≤

′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′+ − ≤+ − ≤+ − ≤+ − ≤

′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′− + + − ≤− + + − ≤− + + − ≤− + + − ≤

′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′+ + − ≤+ + − ≤+ + − ≤+ + − ≤

′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′− − − + ≤ −− − − + ≤ −− − − + ≤ −− − − + ≤ −

′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′′ ′ ′′ ≥≥≥≥

1 2 3 3

1 2 3 3

2 3 3

2 3 3

1 2 3 3

1 2 3 3

1 2 3 3

1 2 3 3

4 3 5 5

2 5

3 3 3

3 3 3

2 2

3 2 3 3 4

3 2 3 3 4

0

 

 

  در تابع هدفحذف قدرمطلق  )ب

  :كنيم به صورت زير عمل مي :روش اول

Max | f (x) | g(x) Max z g(x)

s.t. z | f (x) |

++++ ⇒⇒⇒⇒ ++++

≤≤≤≤
  

Min | f (x) | g(x) Min z g(x)

s.t. z | f (x) |

++++ ⇒⇒⇒⇒ ++++

≥≥≥≥
 

 نامقيد
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 19..................................................................................................................ريزي خطي   مفاهيم برنامه-فصل اول 

رمطلق را يك متغير توان داخل قد شامل قدرمطلق بود، ميسازي  نيمم  ميمسألهيك اگر تابع هدف  :روش دوم

 كار را با مباحث متغيرهاي ، در ادامه وارد كرد،مسألهو اين عبارت را به عنوان يك محدوديت در نامقيد تعريف 

  .دهيم مينامقيد جهت مقيد كردن آنها ادامه 

Min | f (x) | g(x) Min | y | g(x)

s.t. y f (x)

y

++++ ⇒⇒⇒⇒ ++++

====  

 

Min تابع هدف :4 مثال z | x x |= −= −= −= −1    :شود ف قدر مطلق بصورت زير انجام مي را در نظر بگيريد، حذ22

  : روش اول

Min z z

z | x x |

====

≥ −≥ −≥ −≥ −
1

1 1 22
  

Min z z

x x z

⇒⇒⇒⇒ ====

− ≤− ≤− ≤− ≤
1

1 2 12
 

                    x x z− ≥ −− ≥ −− ≥ −− ≥ −1 2 12  

  : روش دوم

Min z | y | Min z y y
Min z | x x |

y x x y y x x

y ,y

= = += = += = += = +
= −= −= −= −

⇒⇒⇒⇒ = −= −= −= − ⇒⇒⇒⇒ − = −− = −− = −− = −

≥≥≥≥

1 2
1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

2
2 2

0

  

  

   مسأله :5 مثال

min | x | x

s.t. x x

++++

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥
1 2

1 2

2

4
  

   روش مسأله، را در نظر بگيريد، اولين

min z x

x x

z x

z x

++++

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥

≥≥≥≥

≥ −≥ −≥ −≥ −

1 2

1 2

1 1

1 1

2

4
  

  : دهد و دومين روش مسأله زير را بدست مي

min x x x

x x x

x ,x

′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′+ ++ ++ ++ +

′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′− + ≥− + ≥− + ≥− + ≥

′ ′′′ ′′′ ′′′ ′′ ≥≥≥≥

11 1 2

1 1 2

1 1

2 2

4

0

  

 توابع هدف مركب -8 

ريزي خطي تبديل   برنامهمسألهدر صورتي كه تابع هدف به يكي از دو صورت زير بود، آن را با تغيير متغير به يك 

  .كنيم مي

 آزاد در علامت
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n:حالت اول n k nMax z Min{f (x ,x , ...,x ),f (x ,x , ...,x ), ...,f (x ,x , ...,x )}==== 1 1 2 2 1 2 1 2  
nاگر   n k ny Min{f (x ,x , ...,x ),f (x ,x , ...,x ), ...,f (x ,x , ...,x )}==== 1 1 2 2 1 2 1 تعريف كنيم خـواهيم   را   2

  :داشت

n

n

k n

Max z y

s.t.

y f (x ,x , ...,x )

y f (x ,x , ...,x )

y f (x ,x , ...,x )

====

≤≤≤≤

≤≤≤≤

≤≤≤≤

1 1 2

2 1 2

1 2

����

  

n:حالت دوم n k nMin z Max{f (x ,x , ...,x ),f (x ,x , ...,x ), ...,f (x ,x , ...,x )}==== 1 1 2 2 1 2 1 2  
nاگر  n k ny Max{f (x ,x , ...,x ),f (x ,x , ...,x ), ...,f (x ,x , ...,x )}==== 1 1 2 2 1 2 1  تعريف كنيم خواهيم 2

  :داشت

n

n

k n

Min z y

s.t.

y f (x ,x , ...,x )

y f (x ,x , ...,x )

y f (x ,x , ...,x )

====

≥≥≥≥

≥≥≥≥

≥≥≥≥

1 1 2

2 1 2

1 2

����

  

Max اگر در حالت :نكته z Min{...}====عبارت قدرمطلقي داشتيم از آنجا كه محدوديتiy | f  بوجود ≥≥≥≥|

 (ILP)عدد صحيحريزي خطي   برنامهمسأله قابل تبديل به يك مسألهكند،  آيد و فضاي حل را گسسته مي مي

 .ستا

 

  :  را بدست آوريدريزي خطي معادل با مدل زير مدل برنامه :6 مثال

min z max{ x x , x x ,x x }

s.t. x x

= − + −= − + −= − + −= − + −

+ =+ =+ =+ =
1 2 1 2 1 2

1 2

2 3 4 2

4 3 2
 

y با در نظر گرفتن :حل max{ x x , x x ,x x }= − + −= − + −= − + −= − + −1 2 1 2 1 22 3 4    :، داريم2
min z y min z y

y x x x x y

y x x x x y

y x x x x y

x x x x

= == == == =

≥ −≥ −≥ −≥ − ⇒⇒⇒⇒ − − ≤− − ≤− − ≤− − ≤

≥ + + − ≤≥ + + − ≤≥ + + − ≤≥ + + − ≤

≥ − − − ≤≥ − − − ≤≥ − − − ≤≥ − − − ≤

+ = + =+ = + =+ = + =+ = + =

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2 3 2 3 0

4 4 0

2 2 0

4 3 2 4 3 2
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  : ريزي معادل با مدل زير بدست آوريد  يك مدل برنامه:7 مثال

max z min{| x x |, x x ,x x }

s.t. x x

= − + −= − + −= − + −= − + −

+ =+ =+ =+ =
1 2 1 2 1 2

1 2

2 3 4 2

4 3 2
 

y با در نظر گرفتن :حل max{| x x |, x x ,x x }= − + −= − + −= − + −= − + −1 2 1 2 1 22 3 4   : ، داريم2
max z y max z y

y x x | x x y

y x x x x y

y x x x x

x x x x y

= == == == =

≤| −≤| −≤| −≤| − ⇒⇒⇒⇒ + − ≥+ − ≥+ − ≥+ − ≥

≤ + − − ≥≤ + − − ≥≤ + − − ≥≤ + − − ≥

≤ − + =≤ − + =≤ − + =≤ − + =

+ = − − ≥+ = − − ≥+ = − − ≥+ = − − ≥

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2 3 4 0

4 2 0

2 4 3 2

4 3 2 2 3 0

 

  يا

 x x y− + ≤− + ≤− + ≤− + ≤1 22 3 0  

  .  است(ILP)ريزي خطي عدد صحيح  بديهي است مسأله حاصل يك مسأله برنامه

ارز   در شكل استاندارد هممسأله. ديل شودتواند به شكل استاندارد تب با تبديلات مطرح شده در اين فصل مي LPهر

ها كافي LPاي است كه در آن تمام قيود خطي به شكل معادله با متغيرهاي نامنفي باشند، بنابراين براي مطالعه مسأله

  .هاي معادلات خطي با متغيرهاي نامنفي محدود كنيم است بحث را به دستگاه

 

  ريزي خطي  برنامهمسألههاي يك  ديتانواع محدو -1-2-5

  )قيود (1هاي كاركردي محدوديت -1

 يـا    كـوچكتر ) ≤≤≤≤(مـساوي    يـا     باشد كه به صورت بزرگتـر       بيانگر محدوديتهاي منابع جهت رسيدن به اهداف مدل مي        

  .دنشو نمايش داده مي) ====(و يا مساوي ) ≥≥≥≥(مساوي
  

  2مغيركاركردي يا متغيرهاي تصميمحدوديتهاي  -2

توانند به صورت  اين متغيرها مي. شود نمايش داده مي) jx(دهنده مقدار عملكرد يا سطح يك فعاليت بوده و با  نشان

  .يرند و يا آزاد در علامت مورد استفاده قرار گنامثبت، نامنفي
 

  )بستهوا (3محدوديت زائد -3

ي موجـه و   ي موجه ندارد و وجود و يا عدم وجود آن موجب تغيير منطقه        محدوديتي است كه تأثيري در ايجاد منطقه      
  . دشو جواب بهينه نمي

                                                 
1. Functional Constrains 

2. Decision Variable 

3. Redundant constraint 
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  حدوديت موثر م-4

دن هر محدوديت موثر موجب كاهش منطقه موجـه    اضافه ش  .ي موجه موثر است    محدوديتي است كه در ايجاد منطقه     
  . شود  موجب افزايش منطقه موجه ميمسألهو كاهش هر محدوديت موثر از 

  
  

  در نقطه بهينه  1رآو محدوديت فعال يا الزام -5

 آن قرار دهيم به تساوي تبديل  يعني اگر مختصات نقطه بهينه را در،نمايد ميمحدوديتي است كه از نقطه بهينه عبور 
 با زيردر شكل  .كند  محدوديتي است كه از نقطه بهينه عبور نمي2آور الزام خواهد شد و محدوديت غيرفعال يا غير

محدوديت ) 1(محدوديت فعال هستند در حاليكه ) 3(و ) 2(هاي   محدوديت، نقطه بهينه استx*فرض اينكه
توان محدوديت فعال را تعريف كرد ولي اگر به نقطه خاصي اشاره نشود   البته در نقاط ديگر نيز مي.استغيرفعال 

  . منظور از محدوديت فعال، محدوديت فعال در نقطه بهينه است
  
  
  
  

  

 

                                                 
1. Binding Constraint 

2. Nobinnding  Constraint 

                  ↓ ↓

  )وابسته(محدوديت زائد 

  محدوديت موثر 

 

                                      ↓ ↓

x1  

x2  

 محدوديت زائد

x1

x2

(2)

(1)

(3)

x*
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   يا روش ترسيمي1حل هندسي -1-2-6

ريزي خطي فراهم   برنامهمسأله است ولي ديدگاه وسيعي از اين روش فقط براي حل مسائل بسيار كوچك مناسب

باشند  ريزي خطي كه شامل دو متغير تصميم مي حل ترسيمي براي حل مسائل برنامه در اين قسمت يك راه. آورد مي

ي يها شويم، ولي اين مطالب براي توضيح ايده اگرچه در عمل با چنين مسائل كوچكي روبرو نمي. گردد ارائه مي

  :  زير را در نظر بگيريدمسألهرود،  كار مي ريزي خطي بزرگ به اشد كه در حل مسائل برنامهب مي

Min Cx

s.t. Ax b

x

≥≥≥≥

≥≥≥≥ 0

 

   يا موجه رسم ناحيه شدني: مرحله اول

، به عبارت ديگر مجموعه نقاطي است كه در همه  استمسأله اشتراك فضاي شدني محدوديتهاي ،ناحيه شدني

جهت   )رسم معادله حدي هر محدوديت(تساوي  بصورت ها بعد از رسم محدوديت. صدق كندهاي مسأله محدوديت

  : كنيم ها به يكي از دو شيوه زير عمل ميپيدا كردن منطقه موجه محدوديت

توان منطقه موجه محدوديت را  مي) اي كه روي محدوديت نباشد نقطه(در محدوديت اي  با صدق دادن نقطه) الف

  ).دهند  را صدق ميأعبور نكرده باشد، مبد مبدا مختصات محدوديت ازاگر . (تعيين كرد

 بود منطقه ≥≥≥≥ و اگر محدوديت به صورتa بردار  بود منطقه موجه در جهت≤≤≤≤اگر محدوديت به صورت) ب

  .باشد  مي−−−−a بردار موجه در جهت

  . دهد در نهايت اشتراك نواحي بدست آمده، ناحيه شدني را نتيجه مي
 

x محدوديت:8 مثال x− + ≤− + ≤− + ≤− + ≤1 22   .  را رسم كنيد8

  : كنيم ابتدا محدوديت را بصورت تساوي رسم مي :حل

  

  

  

  

  

  
 

كند، فضاي  جا كه مبدأ در اين محدوديت صدق مينآمبدأ مختصات روي اين محدوديت قرار ندارد، از   )روش الف

  : شدني اين محدوديت بصورت زير است

  

                                                 
1. Geometric solution 

8-  

4 

x2

 

x1
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aبا توجه به ) روش ب ( , )= −= −= −= −1  است، منطقه موجه در جهت ≥≥≥≥ و اين كه محدوديت داده شده به صورت 2

a ( , )− = −− = −− = −− = −1   .  خواهد بود2
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  پيداكردن جواب بهينه: مرحله دوم

   1رأسيبررسي نقاط : روش اول ••••

Ax)ريزي خطي به فرم استاندارد  يك مسأله برنامه b; x )= ≥= ≥= ≥= ≥  را در نظر بگيريد، اگر يك حل بهينه موجود 0

  .) دهيم فصل بعد مورد بحث قرار ميهاي آن را در  نقاط رأسي و ويژگي. (باشد، يك نقطه رأسي بهينه نيز وجود دارد

رستي بدهد زيرا  ممكن است جواب نادمسألهاين روش در بعضي مسائل قابل اجراست و استفاده از آن، بدون بررسي 

  : افتد كه اي نداشته باشد، اين حالت فقط در صورتي اتفاق مي امكان دارد مسأله اساساً جواب بهينه

  . ته باشدمسأله اصولاً جواب موجهي نداش) 1

  . جلوگيري كنند) مثبت يا منفي(محدوديتها نتوانند از افزايش نامتناهي تابع هدف در جهت مطلوب ) 2

  حركت تابع هدف روي ناحيه شدني: روش دوم ••••

nfاگر مشتقات جزئي : 2بردار گراديان : R R→→→→ در نقطه pتعريف شوند، بردار گراديان بصورت  :  

n

f f
f (p) (p), ..., (p)

x x

    ∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂
∇ =∇ =∇ =∇ =     

∂ ∂∂ ∂∂ ∂∂ ∂    1

 

  .  استp در نقطه fشود كه در واقع همان ماتريس مشتق تابع  تعريف مي

                                                 
1. Extreme points 

2. Gradient 

8-  

4 

x2

 

x1

 

8-  

4 

x2

 

x1

 

a−−−−  

a  
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 را دارد پيدا كنيم، cxاي كه كمترين مقدار خواهيم نقطه  ميمسألهدر ناحيه شدني سازي،  نيمم در يك مسأله مي

zدانيم نقاطي كه در معادله مي cx====دانيم بردار مي كنند داراي مقدار تابع هدف يكسان هستند،  صدق ميc بردار ،

z گراديان cx==== است و با حركت در جهتcمقدار zيابد و با حركت در جهت  افزايش ميc−−−−مقدار z 

zسازي صفحه  مينيمممسألهيابد، بنابراين در يك  كاهش مي cx====را در جهت  c−−−−دهيم   تا حد ممكن حركت مي

نقطه بدست آمده .  حركت كنيم از ناحيه شدني خارج شويم−−−−c آن در جهت ازاي برسيم كه اگر بيشتر تا به نقطه

x)*نقطه بهينه    . است(

. ي با بيش از سه متغير عملي نيستلروش مذكور براي مسائلي با دو متغير مناسب است و بديهي است كه براي مسائ

zي صفحه ساز يممز ماكمسألههمچنين در يك  cx==== جهت در c  اي  دهيم تا به نقطه ميحركت تا حد ممكن

  .  حركت كنيم از ناحيه شدني خارج شويم، نقطه بدست آمده نقطه بهينه استcبرسيم كه اگر بيشتر از آن در جهت 

  ه از نقاط رأسيهاي گذرند محدوديترسم بردارهاي عمود بر :روش سوم ••••

كنيم و   به سمت خارج فضاي شدني رسم مي،محدوديتعمود بر ، براي هر محدوديت برداري رأسيدر تمام نقاط 

 در cبردار(سازي   در مينيمم−−−−cاي است كه بردار زنيم، نقطه بهينه نقطه مخروط حاصل از آنها را هاشور مي

به عبارت ديگر مخروط به . در مخروط حاصل از بردارهاي رسم شده روي آن نقطه قرار گيرد) سازي ماكسيمم

در .  است−−−−cگذرند شامل بردار   ميx*ي هايي كه از نقطه ي عمودهاي وارده به محدوديت سيلهوجود آمده به و

شود،   به طور شهودي وقتي اين شرط واقع مي.  استx* براي بهينه بودنشرط لازم و كافي اين يك واقع

جهتي كه بتوان در امتداد آن حركت كرد و تابع هدف را در عين شدني بودن توان نشان داد كه  مي

  . بهبود بخشيد وجود ندارد

 با هر) ب،  زاويه حاده بسازد−−−−cبا بردار )  الف :تي براي بهبود تابع هدف بايدچنين جهسازي  نيمم در يك مسأله مي

  . بسازد تا در امتداد آن شرط شدني بودن برقرار باشد≤≤≤≤ 90°°°°ها هم زمان زاويه  يك از عمودهاي وارد بر محدوديت

  . پذير است  غيربهينه امكان اين وضعيت در هر جواب بهينه غيرممكن است گرچه در هر جواب
 

  : ريزي خطي زير را در نظر بگيريد  برنامهمسأله :9 مثال

max z x x

x x

x x

x , x

= += += += +

− ≥ −− ≥ −− ≥ −− ≥ −

− − ≥ −− − ≥ −− − ≥ −− − ≥ −

≥≥≥≥

1 2

1 2

1 2

1 2

3

2 4

4

����

  

  : كنيم با رسم ناحيه شدني مقدار تابع هدف را در نقاط رأسي بررسي مي - روش اول 

  

  

  

Cre
at
ed

 in
 M

as
te
r P

DF 
Ed

ito
r



 1تحقيق در عمليات ..............................................................................................................................................26

  

  

  

  
 

  

  

O A B C , z x x= += += += +1 2

4

0 4 0 3
3

0 0 2 8

3

 

Oz ==== 0     ,    Az ==== 4    ,   Bz ==== 6    ,    
Max

* *
Cz x , z

    
    
    ==== ⇒⇒⇒⇒ = == == == =
    
    
    

4

28 283

83 3

3

 

  : ، جواب بهينه مسأله استCبردار گراديان تابع هدف و حركت در جهت آن، نقطه رأسي با رسم  - روش دوم

  

  

  

  

  

  

  
 

 در مخروط حاصل از اين cاز آنجا كه بردار ، رأسيها در نقاط  رسم عمودهاي بر محدوديتبا  - روش سوم 

  : دهد  را ميمسألهجواب بهينه رأسي  قرار گرفته، اين نقطه Cعمودها در نقطه 

  

  

  

  

  

 

c  

c  

c  

c  

x1  

x2  

C 

4 

2 

4-  

x2  

x1  
O  A  

B  C  

x2  

x1  
O  A  

B  C  

z x x= = += = += = += = +1 2
28

3
3

 

z x x= = += = += = += = +1 26 3  
z x x= = += = += = += = +1 24 3  

z x x= = += = += = += = +1 20 3  
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ii فرض كنيد كه مجموعه شدني مكعب واحد باشد، كه با قيدهاي :10 مثال , , , x= ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤= ≤ ≤1 2 3 0  تعريف 1

cسازي  نيمم مسأله مي، در اين شود مي ( , , )= − − −= − − −= − − −= − − −1 1 x، در اين صورت، بردار 1 ( , , )==== 1 1  يك جواب بهينه 1

  . به علاوه جواب بهينه در يك گوشه مجموعه شدني قرار دارد. است

  

  

  

  

  

  

  

   مجموعه شدني تعريف شده با قيدهاي :11 مثال

≤x x

x ,x

− +− +− +− +

≥≥≥≥
1 2

1 2

1

0
  

  ر بگيريد، را در نظ

  

  

  

  

  
 
 

  . سازي را معين كنيد نيمم  داده شده، جواب بهينه مسأله ميهاي گراديان براي هر يك از بردار

c براي بردار هزينه، -1 :حل ( , )====1 1 x، واضح است كه 1 ( , )==== 0   .  جواب بهينه منحصر بفرد است0

c براي بردار هزينه، -2 ( , )====2 1 xوجود دارد، زيرا هر بردار ) چندگانه(گرين د، جوابهاي بهينه و 0 ( ,x )====  با 20

x≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤20   . توجه داريم كه مجموعه جوابهاي بهينه كراندار است. ، بهينه است1

cبراي بردار هزينه  -3 ( , )====3 0 xچون هر بردار . وجود دارد) چندگانه(هينه دگرين ، جوابهاي ب1 (x , )==== 1  با 0

x ≥≥≥≥1   . كران است ، بهينه است، در اين حالت، مجموعه جوابهاي بهينه بي0

c بردار هزينه -4 ( , )= − −= − −= − −= − −4 1   .  است∞−∞−∞−∞−هزينه بهينه باشد، در اين حالت گوييم  ، هيچ جواب شدني بهينه نمي1

xدر اين مثال اگر قيد  x+ ≤ −+ ≤ −+ ≤ −+ ≤ −1 2  را به مسأله اضافه كنيم، آنگاه واضح است كه هيچ جواب شدني وجود 2

كنيد حالات خاصي در حل هندسي وجود دارد كه در ادامه  مثال مشاهده ميطور كه در اين  نخواهد داشت، همين

  . دهيم  را به تفصيل مورد بررسي قرار ميآنها

x3  

x1  

x2  

c ( , , )− =− =− =− = 1 1 1  

x2  

x1  

1  

c ( , )====1 1 1  c ( , )====3 0 1  

c ( , )= − −= − −= − −= − −4 1 1  

c ( , )====2 1 0  
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  حالات خاص حل هندسي -1-2-7

  : ريزي خطي زير را در نظر بگيريد  برنامهمسأله

Min cx

s.t. Ax b

x

≥≥≥≥

≥≥≥≥ 0

  

  : نتيجه استفاده از روش حل هندسي يكي از چهار حالت زير خواهد بود

متناهي منحصر به فرد باشد، آن وقت در يك ي  اگر جواب بهينه ،ي متناهي منحصر به فرد جواب بهينه  -1

دار است يعني يك گوي در اطراف مبدأ وجود  ي شدني كران  ناحيه)الف( زير،در شكل . شود ي رأسي واقع مي نقطه

كران هست ولي در هر دو شكل جواب بهينه  نيز داراي ناحيه شدني بي) ب( باشد و شكلدارد كه شامل ناحيه شدني 

  .منحصربفرد داريم

  

توجه داريد كـه بـا توجـه اشـكال بـالا در             . در اين حالت فقط يك نقطه بهينه داريم كه آن هم نقطه بهينه رأسي است              

  . كران باشد تواند كراندار يا بي  ميمسألهجواب بهينه منحصر بفرد، ناحيه شدني 
 

  . ا بيابيدريزي خطي زير ر  جواب بهينه مسأله برنامه:12 مثال

≤

Max z x x

s.t. x x

x x

x ,x

= += += += +

++++

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

≥≥≥≥

1 2

1 2

1 2

1 2

7 5

2 4 13

7 2 11

0

 

 
 
 
 

  .كران ناحيه بي) ب(دار  ناحيه كران) الف: (فرد هاي بهينه متناهي منحصر به جواب
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   : با رسم ناحيه شدني، داريم:حل

  

  

  

  

  

  

  
 
 
 

  

  . بنابراين مسأله داده شده جواب بهينه منحصربفرد دارد

  :آيد دو حالت بوجود مي ،)دگرين(چندگانه  متناهي ي هاي بهينه جواب  -2

تواند  اي داريم، در اين حالت فضاي جواب مي ين غيرگوشهاي به نهايت نقطه اي بهينه و بي دو نقطه گوشه :1حالت 

x1ي  دو نقطه گوشه) الف( در شكل زير .كران باشد كراندار يا بي
x2و����

ها را به  خطي كه آن ي پاره مانند هر نقطه ����

  . كنند، بهينه هستند هم وصل مي

 
 حتماًٌ  حلاي داريم، در اين حالت فضاي اي بهين غيرگوشه نهايت نقطه اي بهينه و بي يك نقطه گوشه :2حالت 

گوئيم شعاع بهينه  در اين حالت  ( بهينه است)ب( بالادر شكل  ����xي روي شعاع به رأس هر نقطه .كران است بي

  .هاي بهينه نامتناهي است جوابي  بنابراين مجموعه. )داريم

ريزي خطـي بـيش از يـك نقطـه بهينـه              برنامه مسألهتوان گفت كه اگر يك        با توجه به بحث جواب بهينه چندگانه مي       

  .داشته باشد، در اين صورت داراي بي نهايت نقطه بهينه خواهد بود

  .كران ناحيه بي) ب. (دار ناحيه كران) الف: (هاي بهينه متناهي دگرين جواب

 

x2  

x1  

.5 5  

x x+ =+ =+ =+ =1 27 2 11  

maxc  

x x+ =+ =+ =+ =1 22 4 13  

x∗∗∗∗  
.3 25  

.1 57  .6 5  
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  . ريزي خطي زير را بيابيد  جواب بهينه مسأله برنامه:13 مثال

Max z . x x

s.t. x x

x x

x ,x

= += += += +

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

≥≥≥≥

1 2

1 2

1 2

1 2

3 5

2 4 13

7 2 11

0

 

  :  با رسم ناحيه شدني، داريم:حل

  

  

  

  

  

  

  
 

  

  . بديهي است مسأله داده شده جواب بهينه چندگانه دارد
 

  . ريزي خطي زير را بيابيد  جواب بهينه مسأله برنامه:14 مثال

Min z x x

s.t. x x

x x

x ,x

= −= −= −= −

− + ≤− + ≤− + ≤− + ≤

− + ≤− + ≤− + ≤− + ≤

≥≥≥≥

1 2

1 2

1 2

1 2

1
2

2

2 2

4 6

0

 

  :  با رسم ناحيه شدني، داريم:حل

  

  

  

  

  

  

  .  شده جواب بهينه چندگانه داردبنابراين مسأله داده
 

x2  

x1  

.5 5  

x x+ =+ =+ =+ =1 27 2 11  

x x+ =+ =+ =+ =1 22 4 13  

x∗∗∗∗
0  

.3 25  

.1 57  .6 5  

x∗∗∗∗
00  maxc  

x2  

x1  

x x− + =− + =− + =− + =1 22 2  

x x− + =− + =− + =− + =1 24 6  

x∗∗∗∗
0  

minc  
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  : ط بودن عبارات زير را مشخص كنيديا غلصحيح  :15 مثال

  .درست است؟ كران است اگر شعاع بهينه داشته باشيم، حتماً ناحيه شدني بي) الف

   :به مثال نقض زير توجه كنيد.  غلط است؟دار است خط بهينه داشته باشيم قطعاً ناحيه شدني كران اگر پاره) ب
 
 

  

  
 
 

 به مثال نقض ، غلط است؟ باشد، جواب بهينه چندگانه داريممسألهاگر تابع هدف موازي يكي از محدوديتهاي ) پ

   .  كه در آن جواب بهينه مبدأ مختصات استزير توجه كنيد

  

  

  

  
 
 

به   ، غلط است؟يماگر تابع هدف موازي يكي از محدوديتهاي فعال در نقطه بهينه باشد، جواب بهينه چندگانه دار) ت

   :مثال نقض زير توجه كنيد

  

  

  

  
 

  

 غلط ؟زائد در نقطه بهينه باشد جواب بهينه چندگانه داريم اگر تابع هدف موازي يكي از محدوديتهاي فعال غير) ث

  . به مثالهاي نقض زير توجه كنيد، است

  

  

  

  

  

  خط بهينه پاره

maxC  

minC  

maxC  زائد فعال 

maxC  

  فعال غيرزائد

maxC  

  فعال غيرزائد
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 غلط ؟ بوده استمسألهي از محدوديتهاي  تابع هدف موازي يك اگر جواب بهينه چندگانه داشته باشيم، حتماً) ج

در فضاهاي بالاتر، است، زيرا موازي بودن تابع هدف با يكي از محدوديتها تنها در فضاي دوبعدي شرط لازم است و 

  . حتي شرط لازم هم نيست

  : كنيم يكند را بررسي م  تغيير نميمسأله جواب بهينه min به maxدر انتها بعضي حالاتي كه با تغيير تابع هدف 

(Iزماني كه ناحيه شدني، يك نقطه باشد  :  

  

  

  

  
 

  

(IIباشد.... خط و يا صفحه   ممكن است ناحيه شدني، يك خط، يك نيم خط، يك پاره:   

  

  

  
 

  
 

(III C ====  بهينه Aدروني مثل در اين شرايط كل ناحيه شدني بهينه است و اين تنها حالتي است كه يك نقطه : 0

  . است

  

  

  
 
 

 رأسي، دو نقطه C و Bاي شدني غيرمجاور مانند  وجود نقاط گوشهدر اين حالت در فضاي دوبعدي در صورت 

Cاور داشته باشيم ولي بهينه غيرمج يرأستوجه داشته باشيد، ممكن است نقاط . غيرمجاور داريمبهينه  ====   .  نباشد0

⇒⇒⇒⇒  غيرمجاور بهينهنقاط رأسي C ==== 0  

C  ,    غيرمجاور داشته باشيمرأسينقاط  ==== ⇒⇒⇒⇒0   داريمهاي غيرمجاور بهينه  رأس

ي شدني بيكران و مقدار   شده است كه در آن ناحيهشان دادهزير ن اين حالت در شكل ،جواب بهينه نامتناهي  -3

cxنيمم سازي صفحه   ميمسألهبراي يك . جواب بهينه نامتناهي است z====توان در جهت   را ميc−−−−  به طور نامعين

A  
B  

C  

maxC  

minC  
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 ∞−∞−∞−∞−ي با مقدار هبع هدف بهينه نامتنادر اين حالت تا. ي شدني را قطع كند حركت داد به طوري كه هميشه ناحيه

  . اي موجود نيست هيچ جواب بهينهو است 

  

  
شرط لازم جواب  . نادرست انجام شده استمسأله جواب بهينه بيكران داشته باشد، حتماً مدلسازي مسألهدر عمل اگر 

ودن ناحيه شدني است ولي بوضوح اين شرط كافي نيست زيرا بستگي به بردار گراديان تابع كران ب بهينه نامتناهي، بي

  .اي نداريم ي بهينه در جواب بهينه نامتناهي هيچ نقطهتوجه داشته باشيد . هدف دارد
 

  . ريزي خطي زير را بيابيد جواب بهينه مسأله برنامه :16 مثال

Max z x x

s.t. x x

x x

x ,x

= += += += +

− + ≤− + ≤− + ≤− + ≤

− + ≤− + ≤− + ≤− + ≤

≥≥≥≥

1 2

1 2

1 2

1 2

4 4

2 2

4 6

0

 

  :  ناحيه شدني، داريم با رسم:حل

  

  

  

  

  

  

 
 
 

∗∗∗∗z→بنابراين    .اي ندارد  و مسأله جواب بهينه∞+∞+∞+∞+

x2  

x1  
maxc  

  جواب بهينه نامتناهي
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S اگر :نكته ≠ φ≠ φ≠ φ≠ φريزي خطي با محدوديتهاي  مجموعه جوابهاي شدني يك مسأله برنامه :  

Ax b

x

≥≥≥≥

≥≥≥≥ 0
 

كران است   در تمامي محدوديتها، نامنفي باشد، فضاي شدني در جهت آن متغير بيjxدر صورتي كه ضريب متغير 

  : و اگر محدوديتها بصورت

Ax b

x

≤≤≤≤

≥≥≥≥ 0
 

كران   بي در تمامي محدوديتها، نامثبت باشد، فضاي شدني در جهت آن متغيرjxباشد، در صورتي كه ضريب متغير 

  . است

اشتراكي دهند  در اين حالت سيستم معادلات و يا نامعادلات كه ناحيه شدني را تشكيل مي ،ناحيه شدني تهي  -4

  . گويند  يا با ناحيه شدني تهي مي، را نشدني، ناسازگارمسألهاين . ندارند
 

  : ريزي خطي زير را در نظر بگيريد مسأله برنامه :17 مثال

Max z x x

x x

x x

x ,x

= −= −= −= −

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥

≥≥≥≥

1 2

1 2

1 2

1 2

5 3

2 2

4 2 8

0

 

  : با توجه به ناحيه موجه محدوديتها

  

  

  

  

  

  

  

  

اي وجود ندارد كه شرايط دو نامعادله را دارا   بوده و هيچ نقطه1شود كه نامعادلات با يكديگر ناسازگار ملاحظه مي

به . يستممكن است در يك مسأله نامعادلات با يكديگر سازگار باشند اما باز هم مسأله داراي ناحيه موجه ن. باشد

  : شكل زير توجه كنيد

                                                 
1. Incompatibility 

x2  

x1  2  

2  

1

 

4  
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  : با توجه به مطالب بيان شده ممكن است يكي از موارد زير اتفاق افتد

  . يك جواب بهينه منحصربفرد وجود دارد) الف

وجود دارد، در اين حالت، مجموعه جوابهاي بهينه ممكن است كراندار يا ) دگرين(جوابهاي بهينه چندگانه ) ب

  . بيكران باشد

  . باشد  است و هيچ جواب شدني بهينه نمي∞−∞−∞−∞− هزينه بهينه )پ

  . مجموعه شدني تهي است) ت

جواب بهينه وجود ندارد هر چند كه مسأله شدني است و هزينه بهينه : ديگر نيز وجود داردحالت در واقع، يك 

سازي  نيمم اي اين حالت، مسأله ميباشد، به عنوان مثالي بر  نمي∞−∞−∞−∞−
x

1
x در رابطه با  >>>> به ( را در نظر بگيريد 0

  ).  نيست∞−∞−∞−∞−ازاي هر جواب شدني، جواب ديگري با هزينه كوچكتر وجود دارد، ولي هزينه بهينه 

  

  1فضاي احتياج -1-2-8

  هاي مساوي  احتياج و محدوديتفضاي  .1

شود حل و  ان به طور هندسي در فضاي ديگري كه معمولاً فضاي احتياج گفته ميوت ريزي خطي را مي  برنامهمسأله

  :  زير را در نظر بگيريدمسأله. تفسير كرد

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

    
    
    ====
    
    
    

11 12 1

21 22 2

1 2

����

����

� � � �� � � �� � � �� � � �

����

              

n n

n n

n n

m m mn n m

n

min z c x c x ... c x

s.t. a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

a x a x ... a x b

x , x , ..., x

= + + += + + += + + += + + +

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =

≥≥≥≥

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2 0

� � � �� � � �� � � �� � � �
  

ام jبه عنوان ستونjaيب را يك بردار درنظر بگيريد بدين صورت با تعريف بردارهايا ماتريس ضرهر ستون

  :توان نوشت  را به فرم زير ميمسألهAماتريس

                                                 
1. Requirement space 

x2  

x1  
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n

j j
j

n

j j
j

j

min     c x

s.t. a x b

x j , , ...,n

====

====
====

≥ =≥ =≥ =≥ =

∑∑∑∑

∑∑∑∑

1

1

0 1 2

  

na بردارهاي , ...,a ,a2 nxخواهيم اسكالرهاي نامنفي  مفروض است مي 1 ,...,x ,x2 را طوري پيدا كنيم كه  1
n

j j
j

a x b
====

====∑∑∑∑
1

 و 
n

j j
j

c x
====
∑∑∑∑
1

تعريف تركيب خطي نامنفي بردارها را در فصل آينده بررسي خواهيم . نيمم شود  مي

ي بردارهاي به شكل  مجموعهاست بدانيم  در حال حاضر تنها لازم ،كرد
n

j j
j

a x
====
∑∑∑∑
1

 كه در آن 

nx ,x ,...,x ====1 2 na مخروطي است كه توسط بردارهاي 0 ,...,a ,a2  مسألهبه وجود آمده است بنابراين  1

معمولاً احتياجات را تداعي  bرچون بردا. ين مخروط قرار بگيرددر ا b برداراگر و فقط اگر ،جواب شدني دارد

  . شود فضاي احتياج گفته ميمثال بعد معمولاً به شكل ، مي كند كه بايد تأمين شود
 
 

aريزي خطي زير را درنظر بگيريد، با توجه به  برنامهمسأله :18 مثال ,a ,a
−−−−                    

= = == = == = == = =                    
                    

1 2 3

1 2 4

2 0 4
:  

    

واضح است به ازاي
b

b
b

    
====     
    

1

2

 شدني بوده و به ازايمسأله
b

b
b

′′′′    
′′′′ ====     ′′′′    

1

2

  . نشدني خواهد بودمسأله

 

  هاي نامساوي اي احتياج و محدوديتفض .2

  :م نامساوي زير را در نظر بگيريدسيست

a1  

a2  

a3  

b  

b′′′′  

i

min x x x

s.t. x x x b

x x b

x

+ −+ −+ −+ −

− + + =− + + =− + + =− + + =

+ =+ =+ =+ =

≥≥≥≥

1 2 3

1 2 3 1

1 3 2

2

2 4

2 4

0
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n

j j
j

j

a x b

x j , , ...,n

====
≤≤≤≤

≥ =≥ =≥ =≥ =

∑∑∑∑
1

0 1 2

  

ي بردارهاي وعه مجمدانيم مي
n

j j
j

a x
====
∑∑∑∑
1

jx، كه در آن ≥≥≥≥ jبه ازاي 0 , , ...,n==== 1 ، مخروطي است كه 2

naتوسط , ...,a ,a2 اگر جواب شدني موجود باشد، آنگاه اين مخروط بايد مجموعه . شده استتشكيل  1

  . است را قطع كند b بردار احتياجبردارهايي كه كمتر يا مساوي

  
 

  .سيستم نشدني است) ب. (سيستم شدني است) الف: (هاي نامساوي فضاي احتياج و محدوديت
 

همچنين براي 
n

j j j
j

a x b; x , j , , ...,n
====

≥ ≥ =≥ ≥ =≥ ≥ =≥ ≥ =∑∑∑∑
1

0 1 ، اگر جواب شدني موجود باشد، آنگاه مخروط حاصل 2

  .است را قطع كندbمجموعه بردارهايي كه بزرگتر مساوي برداربايد 

  

  بهينگيفضاي احتياج و  .3

ديديم كه سيستم    
n

j j
j

a x b
====

====∑∑∑∑
1

jx و  ≥≥≥≥ j به ازاي     0 , , ...,n==== 1 در مخروط به    bاگر و فقط اگر   شدني است    2

naوجود آمده با بردارهاي   , ...,a ,a2 nxمتغيرهاي . قرار گيرد 1 ,...,x ,x2 د تـا شـرط   ن بايد طوري انتخاب شـو 1

شدني برقرار شود و     
n

j j
j

c x
====
∑∑∑∑
1

 مقـدار  ،ن دادتـوان چنـين نـشا      ريزي خطي را مي      برنامه مسألهبنابراين  .  به حداقل برسد   

nxمتغيرهاي  , ...,x ,x2   : را طوري پيدا كنيد كه 1
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n
n

n

c c c z
x x ... x

a a a b

                      
+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =                      

                    

1 2
1 2

1 2

  

خـواهيم نـشان دهـيم كـه بـردار       بـه عبـارت ديگـر مـي    . بايد به حداقل برسد zكه در آن تابع هدف   
z

b

    
    
    

، بـه ازاي  

، در مخروط توليد شده با بردارهاي z مقدارترين كوچك
c

a

    
    
    

1

1

  ،
c

a

    
    
    

2

2

 ،. . .  ،n

n

c

a

    
    
    

 توجه داريـد  ،قرار دارد 

mبه   m از   مسألهكه افزايش بعد     ++++ اي است كه بايد به ازاي ضميمه كردن تابع هـدف بـه فـضاي احتيـاج          جريمه 1
  . بپردازيم

 
  :ريزي خطي زير را در نظر بگيريد مسأله برنامه :19 مثال

min x x

s.t. x x

x ,x

− −− −− −− −

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

≥≥≥≥

1 2

1 2

1 2

2 3

2 2

0

  

xمتغير كمكي كنيم و   را به فرم استاندارد تبديل ميمسألهابتدا  ≥≥≥≥3  انتخاب مسأله پس م،كني مياضافه را  0
xمتغيرهاي  ,x ,x ≥≥≥≥1 2 3   :  است به طوري كه0

z
x x x

− −− −− −− −                            
+ + =+ + =+ + =+ + =                            

                            
1 2 3

2 3 0

1 2 1 2
  

مخروط توليد شده با بردارهاي. نيمم شود بايد مي zكه در آن 
−−−−    
    
    

2

1
 ،

−−−−    
    
    

3

2
 و 

    
    
    

0

1
 نشان داده  زيردر شكل 

خواهيم بردار  مي. شده است
z    
    
    2

اين منجر به جواب بهينه . كنيم انتخاب zنيمم  را در اين مخروط با مقدار مي

*z = −= −= −= x*با 4− ====1 ضرب نظير به نظير بردار م( 2
−−−−    
    
    

2

1
*و  )  *x x= == == == =2 3   .    شود مي0

  
  هدف بهينه متناهي در فضاي احتياجتابع 
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 : ريزي خطي زير را در نظر بگيريد  برنامهمسأله :20 مثال

min x x

s.t. x x

x ,x

− −− −− −− −

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥

≥≥≥≥

1 2

1 2

1 2

2 3

2 2

0

  

 

با كم كردن متغير . دهيم شرح ميساين مطلب را در فضاي احتياج . ينه به وضوح نامتناهي استمقدار جواب به

xكمكي ≥≥≥≥3 xمتغيرهاي . شود  چنين بيان ميمسأله 0 ,x ,x ≥≥≥≥1 2 3   را طوري پيدا كنيد كه 0

z
x x x

− −− −− −− −                            
+ + =+ + =+ + =+ + =                            −−−−                            

1 2 3

2 3 0

1 2 1 2
  

وط توليد شده توسط بردارهاي مخر. نيمم شود مي zبه طريقي كه 
−−−−    
    
    

2

1
 ،

−−−−    
    
    

3

2
 و 

    
    −−−−    

0

1
نشان  در شكل زير 

 .داده شده است

  
  ف بهينه نامتناهي در فضاي احتياجتابع هد

خواهيم  مي
z    
    
    2

 يا ∞−∞−∞−∞−بنابراين مقدار جواب بهينه . پيدا كنيم zترين مقدار ممكن اين مخروط با كوچك را در 

  . نامتناهي است

  

  خطي ريزي برنامهبندي مثالهاي   مدل-1-3
 خطي بطور اخص در چنـد مرحلـه         ريزي  بندي و تحليل يك مسأله تحقيق در عمليات به طور اعم، و مسأله برنامه               مدل

  . شود انجام مي
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  تعريف مسأله : مرحله اول

اي اسـت كـه بايـد تحليـل كـرد،       ها و شناسايي مشخصه مسأله   بندي شامل مطالعه تفضيلي سيستم، مجموعه داده        فرمول

بررسـي  اغلـب مـسأله تحـت    . هدف اسـت  ) توابع(همراه با محدوديتهاي اصلي و محدوديتهاي ضمني يا حدود و تابع            

  . تواند تنها بخشي از مسأله كل سيستم باشد مي

  

  ساخت مدل: مرحله دوم
بايد دقت كرد كه اين مدل، سيستم تحت بررسي را به طور كامـل ارائـه دهـد، در عـين حـال آن را بـه طـور رياضـي                      

د به خـاطر داشـت      باي. هاي ذاتي در مدل به درستي ديده شود         اين بررسي بايد با دقت انجام گيرد و فرض        . كنترل كند 
كه از اين به بعد جوابهاي حاصل، جوابهاي مدل هستند نه لزوماً جوابهاي سيستم واقعـي مگـر ايـن كـه ايـن مـدل بـه                            

  . درستي وضعيت درست سيستم را ارائه دهد

  به دست آوردن جواب بهينه: مرحله سوم
يك جواب بهينه يا . بهره جويد) ت وجوددر صور(اي  روش مناسبي بايد برگزيد يا طراحي كرد تا از هر ساختار ويژه         

تـوان همـراه بـا ارزيـابي كيفـي آن       توان جستجو كرد، يا فقط يك انتزاعي يا يـك جـواب تقريبـي را مـي               بيشتر را مي  
  . مشخص كرد

  آزمون مدل : مرحله چهارم
تفـاوت سيـستم    جـواب مـدل و حـساسيت آن بـه پارامترهـاي م            . بازسـازي اسـت   ) احتمـالاً (اين مرحله شامل، آناليز و      

ايـن آنـاليز بـه داخـل سيـستم نظـر            . كنـد   هايشان را از ابعاد مختلـف بررسـي مـي           بيني  شود، و درستي پيش     آزمايش مي 
بينـي شـده بـا نتـايج مـورد            توان استفاده كرد و اعتبار مدل را با مقايسه نتـايج پـيش              همچنين از اين آناليز مي    . افكند  مي

در ايـن مرحلـه مـدل    . هاي تاريخي بررسي كرد ه يا انجام آزمون با استفاده از داده   انتظار ما با استفاده از تجارب گذشت      
كننـد، يـا بـه عبـارت ديگـر، سـاده        اند، تقويت مـي  بندي نشده  هاي مهم سيستم كه هنوز مدل       را با يكي كردن مشخصه    

  . گيرد كردن مدل مد نظر قرار مي

  اجرا : مرحله پنجم
اغلب قبل از اتخاذ . گيرنده شود   مدل هرگز نبايد جايگزين تصميم    . شود  ه مي گيري ساخت   مدل با كمك مراحل تصميم    

داريم كه اساس قضاوت و تجربـه باشـد و بـه واسـطة آن جـواب مـدل                   » معيار«گيري نياز به يك       مشي تصميم   هر خط 
  . مدهي شود، توضيح مي بندي مي هاي خطي فرمول در ادامه چند مسأله را كه به صورت برنامه. امتحان شود

  

  1ريزي توليد برنامه
هاي مورد نياز براي هر واحد از هر محصول          زمان .شوند  مختلف پردازش مي   فعاليت سه محصول با انجام سه       :21 مثال

  .باشد يبه شرح زير م

                                                 
1. Production planning 
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  )دقيقه(زمان براي هر واحد
  فعاليت

  3محصول   2محصول   1محصول 
  ظرفيت روزانه

1  1  2  1  430  

2  3  0  2  460  

3  1  4  0  420  

  )تومان(سود هر واحد   5  2  3  

هدف مدل، تعيين توليد بهينه روزانه سه محصول  .دشو فرض بر اين است كه تمام واحدهاي توليد شده فروخته مي

   .اي كه سود كل بيشينه شود است به گونه

j) .ام باشد كه بايد روزانه توليد شودjول تعداد واحدي از محصjxكنيم فرض مي :حل , , )==== 1 2 سود كل ، 3

 با    برابر است3 واحد از محصول x3 و 2واحد از محصول  x2، 1 واحد از محصول x1حاصل از توليد

x x x+ ++ ++ ++ +1 2 33 2 z سازي  عبارتست از بيشينهمسألهبراين هدف ا بن،5 x x x= + += + += + += + +1 2 33 2 5.  

 بايد تضمين كند كه زمان كل مورد نياز براي پـردازش تمـام واحـدهاي توليـد شـده، از           مسألههاي   قيود يا محدوديت  

  :نابراين ب.ظرفيت روزانه تجاوز نكند

x x x

x x

x x

+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

1 2 3

1 3

1 2

2 430

3 2 460

4 420

  

ريزي خطي بـه     بنابراين برنامه . شوند تواند منفي باشد، قيود نامنفي بودن نيز به قيود فوق اضافه مي            چون تعداد كالا نمي   

  :باشد صورت زير مي

Max   Z x x x

s.t. x x x

x x

x x

x ,x ,x

= + += + += + += + +

+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

≥≥≥≥

1 2 3

1 2 3

1 3

1 2

1 2 3

3 2 5

2 430

3 2 460

4 420

0

  

 

  موازنه خط مونتاژ كارخانه 

هـر كـدام از     . شـود   تشكيل مي  B واحد از قطعه   سهو  Aيك واحد كامل محصولي از چهار واحد از قطعه         :22 مثال

سه بخش امـر    . شود  واحد موجود است، ساخته مي     200و100يب  اين قطعات از دو ماده خام مختلف كه از آنها به ترت           

جـدول  . كنـد  توليد را به عهده دارند و هر بخش براي ساختن قطعات مزبور از يك روش مختص به خود استفاده مـي             

اي كه تعـداد كـل واحـدهاي        در هر بخش است به گونه      ات توليد ميزانزير احتياجات مواد خام براي هر دور توليد و          

  .شود كامل محصول نهايي بيشينه مي
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  ) واحد( بازده در هر دور  )واحد(صرف شده در هر دورموادخام م
  بخش

 Bقطعه Aقطعه  2ماده خام   1ماده خام 

1  8  6  7  5  

2  5  9  6  9  

3  3  8  8  4  

 

j)ام باشدj در بخشات توليدميزان jx فرض كنيم :حل , , )==== 1 2   : ،داريم3

x  :  شود برابر است با  كه در سه بخش توليد مي Aقطعه تعداد كل واحدهاي  x x+ ++ ++ ++ +1 2 37 6 8                                 

x    :شود برابر است با  بخش توليد مي كه در سه Bتعداد كل واحدهاي قطعه  x x+ ++ ++ ++ +1 2 35 9 4  

ابراين تعداد كل واحـدهاي  بن.  تشكيل مي شودB و سه واحد قطعه Aهر واحد محصول نهايي از چهار واحد قطعه     

 محصول نهايي برابر است با    
x x x x x x

Min   ,  
+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +    

    
    

1 2 3 1 2 37 6 8 5 9 4

4 3
هدف بيشينه سازي تعداد     .

  : به صورت زير استمسألهبنابراين تابع هدف  .كل واحدهاي محصول نهايي است

   
x x x x x x

Max(Min   , )
+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +    

    
    

1 2 3 1 2 37 6 8 5 9 4

4 3
  

  :هاي مربوط به مواد خام به صورت زير مي باشد محدوديت

x)                            1(ماده خام  x x+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤1 2 38 5 3 100  

x)                            2(م ماده خا x x+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤1 2 36 9 8 200   

  .براي خطي كردن آن قرار مي دهيم.باشد  خطي نميمسألهتابع هدف 

x x x x x x
y Min   ,  

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +    
====     

    

1 2 3 1 2 37 6 8 5 9 4

4 3
  

  :خواهيم داشت

x x x
y

x x x
y

+ ++ ++ ++ +
≤≤≤≤

+ ++ ++ ++ +
≤≤≤≤

1 2 3

1 2 3

7 6 8

4

5 9 4

3

  

                                         :شود بندي مي  به صورت زير فرمولمسألهلذا 
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max z y

s.t. x x x y

x x x y

x x x

x x x

x ,x ,x

====

+ + − ≥+ + − ≥+ + − ≥+ + − ≥

+ + − ≥+ + − ≥+ + − ≥+ + − ≥

+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤

+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤

≥≥≥≥

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

7 6 8 4 0

5 9 4 3 0

8 5 3 100

6 9 8 200

����

  

 

كاري و يك ماشين پرس دارد، كه اين ماشين براي ساختن دو   ماشين رنگ5 يك كارخانه توليد ماشين، :23 مثال

 يك محصول جديد بدست B و يك واحد از Aبا تركيب يك واحد از . شوند  به كار برده ميB و Aنوع محصول 

 در جدول زير داده شده B و Aهاي  ها براي محصول دهي هر كدام از ماشين بهره.  دارد نامCآيد كه محصول  مي

  : است

  مدت زمان توليد در دقيقه براي هر واحد

  محصول  پرس  كاري رنگ

20  3  A 

15  5  B 

نيم ها در روز  كدام از ماشين ها داشته باشد بدين صورت كه هيچ خواهد توازني روي بار ماشين صاحب كارخانه مي

فرض بر اين است كه كار انجام شده در ماشين پرس بطور يكنواخت . (ها كار نكرده باشد ساعت بيش از ديگر ماشين

 8ها به طريقي تقسيم نمائيد كه در مدت  كار را روي ماشين). شود كاري داده مي هاي ديگر براي رنگ به ماشين

  .  حداكثر گرددCساعت كار، تعداد محصولات 

كاري عبارتست  هاي رنگ  باشد، هر كدام از ماشينB و Aهاي   به ترتيب تعداد محصولx2 و x1د  فرض كني:حل

  : از

x x
x x

++++
= += += += +1 2

1 2

20 15
4 3

5
   (دقيقه)

xو كار ماشين پرس  x++++1 23 كاري قيد زير  هاي رنگ  زماني روي ماشينبا توجه به محدوديت.  دقيقه خواهد بود5

  : را داريم

x x ( )+ ≤ =+ ≤ =+ ≤ =+ ≤ =1 24 3 8 60 480  

xعيناً قيد براي ماشين پرس به صورت  x+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤1 23 5 ها قيد زير را  توازن مدت كاركرد ماشين.  خواهد بود480

  : دهد نتيجه مي

| ( x x ) ( x x ) |+ − + ≤+ − + ≤+ − + ≤+ − + ≤1 2 1 24 3 3 5 30  

  يا 

| x x |− ≤− ≤− ≤− ≤1 22 30  
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  :  دو قيد خطي ذيل را جايگزين نمود توان به جاي اين قيد، باشد كه مي و اين قيد غيرخطي مي

x x

x x

− ≤− ≤− ≤− ≤

− + ≤− + ≤− + ≤− + ≤
1 2

1 2

2 30

2 30
 

Min(x از Cتعداد محصولات  ,x )1 بنابراين تابع مقصود كه عبارت از . تواند تجاوز نمايد  نمي2

Z min(x ,x )==== 1 yبا قرار دادن . باشد يك تابع غيرخطي است  مي2 min(x ,x )==== 1   :  و با افزودن دو قيد2

x y

x y

≥≥≥≥

≥≥≥≥
1

2

 

  : آيد مسأله بدين صورت درمي

≤

Max Z y

s.t. x x

x x

x x

x x

x y

x y

x ,x ,y

====

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

−−−−

− + ≤− + ≤− + ≤− + ≤

− ≥− ≥− ≥− ≥

− ≥− ≥− ≥− ≥

≥≥≥≥

1 2

1 2

1 2

1 2

1

2

1 2

4 3 480

3 5 480

2 30

2 30

0

0

0

 

 

  مسأله برش چوب 

  . بعاد زير تهيه و به متقاضيان تسليم نمايدهايي را به ا بري بايد سفارش  يك شركت چوب:24 مثال
 

  ابعاد چوبهاي سفارشي  مقدار سفارش

1300  × ×′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′1 2 11  

1000  × ×′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′1 4 11  

700  × ×′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′2 2 11  
 

′′هاي استاندارد به ابعاد  اين سفارشات بايد از تخته ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′2 4 11× برش استاندارد در تهيه سفارشات به پنج . يه گردد ته×

  : طريق زير ممكن است

  ) طريق يكم برش(                  ) طريقه دوم برش(            ) طريقه سوم برش(         

  

  

  

  

x3  

′′′′′′′′2  

′′′′′′′′4  

x2  

′′′′′′′′2  

′′′′′′′′4  

x1  

′′′′′′′′2  

′′′′′′′′4  
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  ) طريقه چهارم برش       (                      ) طريقه پنجم برش( 

  

  

  

  

  

ريزي  يك مدل برنامه. تخته استاندارد لازم را جهت تهيه سفارشات بكار بردنيمم  شركت مذكور در نظر دارد مي

  آن ارائه دهيد؟ راي خطي ب

x چنانچه :حل ,x ,x ,x ,x5 4 3 2 هاي استاندارد كه به ترتيب برطبق يكي از پنج طريق   عبارت باشند از تعداد تخته1

  : زممكن برش داده شده باشند، تابع هدف مسأله عبارتست ا

Min Z x x x x x= + + + += + + + += + + + += + + + +1 2 3 4 5  

×با توجه به آنكه در برش نوع يكم چهار تخته به ابعاد  ×′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′1 2 شود و همچنين در برش نوع سوم و   نتيجه مي11

   :آيد، خواهيم داشت نوع چهارم به ترتيب دو تخته به ابعاد مذكور بدست مي

x x x+ + ≥+ + ≥+ + ≥+ + ≥1 3 44 2 2 1300  

  : باشند به نامعادلات مربوط به دو نوع سفارش ديگر به قرار زير ميبه طور مشا

x x+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥2 32 1000          × ×( ′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′1 4 11 (   براي ابعاد  

x x+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥4 52 700           × ×( ′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′ ′2 2 11 (  براي ابعاد  

  : شود با اضافه كردن شرايط غيرمنفي بودن متغيرها، مدل مسأله فوق به صورت زير خلاصه مي

Min Z x x x x x

x x x

x x

x x

x ,x ,x ,x ,x

= + + + += + + + += + + + += + + + +

+ + ≥+ + ≥+ + ≥+ + ≥

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥

≥≥≥≥

1 2 3 4 5

1 3 4

2 3

4 5

1 2 3 4 5

4 2 2 1300

2 1000

2 700

0

 

 

  حمل و نقلمسأله 

maهاي  كننده كالا داريم كه به ترتيب هركدام عرضه  عرضهm فرض كنيد :25 مثال , ...,a ,a2  دارند، اين 1

m محل توليد كالاهاي خود را به n متقاضي كه به ترتيب هركدام داراي تقاضاي nd ,...,d ,d2  هستند، 1

 در نظر گرفته ijcاي به اندازة   هزينهj به مقصد iدر ارتباط با انتقال هر واحد توليد از مبدأ . كنند ارسال مي

شده  اين صورت مسأله نوع ابتدايي يك مسأله حمل و نقل است و در آن، هدف، توزيع بهينة كالاي عرضه. شود مي

ريزي خطي براي   نقل حداقل شود، يك مدل برنامهبين مقاصد تقاضا است به صورتي كه ميزان كل هزينه حمل و

  . اين مسأله ارائه دهيد

x5  

′′′′′′′′2  

′′′′′′′′4  

x4  

′′′′′′′′2  

′′′′′′′′4  
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 در نظر بگيريد، هدف حداقل كردن هزينه ارسال كالاست، j به مقصد i را ميزان كالاي ارسالي از مبدأ ijx :حل

  : ع هدف بصورت زير استبنابراين تاب
m n

ij ij
i j

Min Z c x
= == == == =

==== ∑∑∑∑∑∑∑∑
1 1

 

  

  

  

  

m محدوديت عرضه و n 1، كالاي خود را به مقاصد 1 محدوديت تقاضا بصورت زير خواهند بود، براي مثال عرضه 
  : كند  دريافت ميm تا 1هاي  كننده ، كالاي خود را از عرضه1كند و تقاضاي   ارسال ميnتا 

 m محدوديت عرضه

n

n

m m mn m

x x ... x a

x x ... x a

x x ... x a

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =


+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =


 + + + =+ + + =+ + + =+ + + =

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

����
 

  n محدوديت تقاضا

m

m

n n mn n

x x ... x d

x x ... x d

x x ... x d

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =


+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =


 + + + =+ + + =+ + + =+ + + =

11 21 1 1

12 22 2 2

1 2

����
 

  : آيد بنابراين مدل بصورت زير بدست مي
m n

ij ij
i j

Min Z c x
= == == == =

==== ∑∑∑∑∑∑∑∑
1 1

 

        

n

ij i
j

m

ij j
i

ij

x a ; i , ...,m

x d ; j , ...,n

x

====

====

= == == == =

= == == == =

≥≥≥≥

∑∑∑∑

∑∑∑∑

1

1

1

1

0

 

  : يعني. براي اينكه سيستم معادلات فوق داراي جواب باشد بايد مجموع عرضه و تقاضا برابر باشند
m n

i j
i j

a d
= == == == =

====∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑
1 1

 

 

  

1 1 

2 2 

m n 

 مبدأ مقصد

a1  

a2  

ma  

d1  

d2  

nd  

���� ���� 
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  تربيت نيروي متخصص 
افراد تربيت شده . يك كمپاني سازنده اجزاء ماشين يك دوره تربيت كادر متخصص داير نموده است: 26 مثال
توانند به عنوان معلم به كار برده شوند تا متخصصين ديگري را تربيت كنند به نسبت يك به ده، يعني هر فرد  مي

دهد  نتايج تجارب گذشته نشان مي. باشد دوره آموزش يك ماه مي. تواند ده نفر ديگر را تربيت نمايد  ميتربيت شده
و افرادي كه مردود (قادر هستند كه با موفقيت از عهده امتحانات برآيند كه از هر ده كارآموز فقط هفت نفر 

ها براي  كه مورد نياز كمپاني براي اداره ماشين) متخصص(افراد موفق دوره گذارنده ). شوند شوند بيرون رانده مي مي
  : باشند چنين هستند سه ماه آينده مي

   نفر 100  فروردين  : 1ماه 

   نفر150  ارديبهشت : 2ماه 

   نفر 200  خرداد  : 3ماه 
اشد و ب  نفر مي130تعداد متخصصين موجود در ابتداي كار .  متخصص نياز دارد250به علاوه براي تيرماه كمپاني به 

   :باشد دستمزد پرداختي از طرف كمپاني به شرح ذيل مي
 

  $ 700  هر متخصص اعم از اينكه درس بدهد يا در كارخانه كار كند
   $ 400  هر كارآموز ضمن آموزش 

  $ 500  هر متخصص بيكار 
 

زي خطي طرح ري يك مدل برنامه. تواند بيرون كند  افراد متخصص را طبق قانون اتحاديه كارگري نمي،كمپاني
نمائيد، به طوري كه پرداختي از جانب كمپاني براي استخدام و تربيت متخصص حداقل و در عين حال خواسته 

  . كمپاني برآورده گردد
  : تواند يكي از كارهاي ذيل را انجام دهد شويم كه هر فرد متخصص مي  قبلاً يادآور مي:حل

  . ها كار كند در كارخانه روي ماشين) 1
  . ار معلمي براي تربيت متخصص به كار رودبه ك) 2
  . بيكار باشد) 3

باشد در نتيجه تنها متغيرهاي تصميم مسأله عبارتند  كنند ثابت مي ها كار مي چون تعداد متخصصيني كه روي ماشين
شند، با تعداد متخصصيني كه در هر ماه به كار تعليم مشغول هستند و تعداد متخصصيني كه در هر ماه بيكار مي: از

  : بنابراين متغيرهايي كه بايستي معين گردند عبارتند از
x ,x ,x5 3   .  مشغول تعليم هستند3 و 2، 1به ترتيب تعداد متخصصيني كه در ماه  : 1
x ,x ,x6 4   .  بيكار هستند3 و 2، 1به ترتيب تعداد متخصصيني كه در ماه  : 2

توان با نوشتن معادله زير  يد كه تعداد كافي از افراد متخصص براي هر ماه موجود باشد و اين را ميآ از قيود، لازم مي
   :براي هر ماه برآورد كرد

+ متخصصين مشغول تعليم + ها  متخصصين مشغول كار روي ماشين= تعداد متخصصين موجود در ابتداي هر ماه 
  متخصصين بيكار 
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   :بنابراين براي فروردين ماه
x x+ + =+ + =+ + =+ + =1 2100 130  

متخصصيني كه از برنامه آموزش ارديبهشت، تعداد متخصصين موجود عبارت خواهند بود از مجموع ماه براي 
 امتحانات x17 كارآموز وجود دارد و از اينها x110در فروردين ماه . آيند و متخصصين موجود در ماه فروردين مي

  : بنابراين قيد ماه ارديبهشت عبارت خواهد بود از. پيوندند گذرانند و به كادر متخصصين مي را با موفقيت مي
x x x+ + = ++ + = ++ + = ++ + = +3 4 1150 130 7  

  : عيناً قيد ماه خرداد عبارت خواهد بود از
x x x x+ + = + ++ + = + ++ + = + ++ + = + +5 6 1 3200 130 7 7  

  يد ديگري به صورت متخصص براي ماه تير نياز دارد ق250چون كمپاني 
x x x+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =1 3 5130 7 7 7 250  

البته لازم به يادآوري است كه بايستي قيود ديگري به صورت . گردد به تعداد قيود مسأله اضافه مي

ix , i , ...,≥ =≥ =≥ =≥ =0 1 در نوشتن تابع مقصود، ضرورتي ندارد كه دستمزد متخصصيني .  به مجموعه قيود اضافه نمود6
كنند به حساب آورد زيرا اينها مقادير ثابتي هستند، بنابراين تابع مقصود بصورت زير  ها كار مي كه روي ماشين

  : خواهد بود
Min Z ( x x x ) (x x x ) (x x x )= + + + + + + + += + + + + + + + += + + + + + + + += + + + + + + + +1 3 5 1 3 5 2 4 6400 10 10 10 700 500  

  : ريزي خطي بصورت ذيل است بنابراين مسأله برنامه

i

Min Z x x x x x x

s.t. x x

x x x

x x x x

x x x

x , i , ...,

= + + + + += + + + + += + + + + += + + + + +

+ =+ =+ =+ =

− − =− − =− − =− − =

+ − − =+ − − =+ − − =+ − − =

+ + =+ + =+ + =+ + =

≥ =≥ =≥ =≥ =

1 2 3 4 5 6

1 2

1 3 4

1 3 5 6

1 3 5

4700 500 4700 500 4700 500

30

7 20

7 7 70

7 7 7 120

0 1 6

 

 

  ريزي تبليغات برنامه
براي اين منظور از سه طريق . ه تبليغاتي پيش گيردزنظر دارد كه يك مباريك كمپاني تبليغاتي در  :27 مثال

مقصود از تبليغات رسيدن به تعداد مشتريان ممكن است تا آنجايي كه . نمايد تلويزيون، راديو، مجلات استفاده مي
  : امكان دارد، نتيجه مطالعه بازار چنين داده شده است

  
  شرح  تلويزيون  راديو  مجلات

$ ,15 000  $ ,30 000  $ ,75 000  $ ,40   قيمت يك واحد تبليغ  000

,200 000  ,500 000  ,900 000  ,400   رسيم ه در يك بار تبليغات ميتعداد مشتريان ممكن ك  000

,100 000  ,200 000  ,400 000  ,300   رسيم تعداد مشتريان زن كه در يك دفعه تبليغ مي  000
 

  ».تبليغ در بهترين وقت استدو ستون تلويزيون از چپ به راست به ترتيب تبليغ در وقت روز و  « :توضيح
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$خواهد بيش از  كمپاني نمي ,800   : به علاوه مطالب زير نيز خواسته شده در اين راه خرج نمايد، 000

  . حداقل دو ميليون مشتري زن داشته باشيم )1

$حداكثر  )2 ,500  .  در تلويزيون براي تبليغ خرج شود000

 .  بار تبليغ در بهترين وقت در تلويزيون انجام گيرد2تبليغ در وقت روز و  بار 3 حداقل  )3

  .  بار باشد5 بار و حداقل 10 تعداد تبليغات در راديو و همچنين مجلات حداكثر  )4

x فرض كنيم :حل ,x ,x ,x4 3 2  به ترتيب تعداد دفعات تبليغ در تلويزيون در وقت روز، در بهترين وقت، در 1

  : تعداد مشتريان ممكن به هزار عبارت خواهد بود. ديو و در مجلات باشدرا

x x x x+ + ++ + ++ + ++ + +1 2 3 4400 900 500 200  

   :قيد محدوديت در بودجه تبليغ عبارت است از

, x , x , x , x ,+ + + ≤+ + + ≤+ + + ≤+ + + ≤1 2 3 440 000 75 000 30 000 15 000 800 000  

   :و قيد حداقل مشتريان زن

, x , x , x , x , ,+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥1 2 3 4300 000 400 000 20 000 100 000 2 000 000  

   :و قيود تبليغ تلويزيوني عبارتست از

, x , x ,

x

x

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

≥≥≥≥

≥≥≥≥

1 2

1

2

40 000 75 000 500 000

3

2

 

  : آيد بنابراين مسأله به صورت زير درمي

Max Z x x x x

s.t. x x x x

x x x x

x x

x

x

x

x

x

x

= + + += + + += + + += + + +

+ + + ≤+ + + ≤+ + + ≤+ + + ≤

+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

≥≥≥≥

≥≥≥≥

≥≥≥≥

≤≤≤≤

≥≥≥≥

≤≤≤≤

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2

1

2

3

3

4

4

400 900 500 200

40 75 30 15 800

30 40 20 10 200

40 75 500

3

2

5

10

5

10

 

 

  بازرسي كالا 

 يك كمپاني دو نوع بازرس كالا در اختيار دارد كه به ترتيب آنها را بازرسين درجه يك و درجه دو :28 مثال

بازرسان درجه يك ساعتي .  ساعت بازرسي نمايد8مدت  واحد كالا را در 1800خواهد حداقل  كمپاني مي. ناميم مي
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 عدد 15توانند بررسي نمايند، در صورتي كه بازرسان درجه دو ساعتي  مي% 98 عدد از كالاي مورد نظر را با دقت 25

  . نمايند بازرسي مي% 95كالا را با دقت 

اگر كالا ناقص و بدون كشف . اشدب  مي$ 3 و بازرسان درجه دو هر ساعت $ 4دستمزد بازرسان درجه يك ساعتي 

 بازرس درجه دو در 10 بازرس درجه يك و 8كمپاني . پردازد  جريمه مي$ 2از زيردست بازرسان رد شود كمپاني 

نظر كمپاني به كار گماردن بازرسان موجود است، به طوري كه در عين برآورد نظر كمپاني كه در بالا . اختيار دارد

  .  جريمه پرداخت گرديده از طرف كمپاني حداقل گرددذكر گرديد هزينه بازرسي و

 به ترتيب تعداد بازرسان درجه يك و درجه دو باشد كه براي نيل به هدف به كار x2 و x1 فرض كنيم كه :حل

  : بارتند ازچون تعداد بازرسان محدود است، لذا اولين قيود ع. شوند گمارده مي

x

x

≤≤≤≤

≤≤≤≤
1

2

8

10
 

  : رو قيد ديگر چنين خواهد بود  واحد كالا مورد بررسي قرار گيرد، از اين1800خواهد حداقل  چون كمپاني مي

( )x ( )x+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥1 28 25 8 15 1800  
  يا 

x x+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥1 2200 120 1800  
دستمزد : گردد كه عبارتند از مل دو نوع هزينه ميبراي بدست آوردن تابع مقصود بايد در نظر داشت كه كمپاني متح

هزينه بازرسي درجه يك براي هر . گردند رسي كشف نميزبازرسان و جريمه كالاي ناقص رد شده كه بر اثر با

  : ساعت به دلار عبارت خواهد بود از

( )( . )+ =+ =+ =+ =4 2 25 0 02 5  
  : ه دلار عبارت خواهد بود ازعيناً هزينه بازرسي بازرسان درجه دو براي هر ساعت كار ب

( )( . ) .+ =+ =+ =+ =3 2 15 0 05 4 5  
  : آيد رو مسأله مذكور به صورت زير درمي از اين

Min ( x . x ) x x

s.t. x

x

x x

x ,x

+ = ++ = ++ = ++ = +

≤≤≤≤

≤≤≤≤

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥

≥≥≥≥

1 2 1 2

1

2

1 2

1 2

8 5 4 5 40 36

8

10

5 3 45

0

 

 

  گذاري  مسائل سرمايه

 2اگر اين فرد . گذاري نمايد تواند به طريق ذيل سرمايه اين فرد مي.  دلار پول دارد100 فردي روز دوشنبه :29 مثال

 واحد پول دريافت 4گذاري نمايد روز سوم   واحد پول خود را روز بعد سرمايه1واحد از پول خود را همان روز و 
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پول نقد او كه  طوري گذاري نمايد، به ل خود را سرمايهخواهد بداند به چه طريقي بايد پو اين فرد مي. خواهد نمود

  . روز شنبه همان هفته حداكثر شود

رو، ما فرض  گذاري كرد، از اين  ذكر نگرديده است كه چه ساعتي در روز بايستي سرمايه چون بطور صريح:حل

در هر روز . گذاري نمايد روز سوم همان ساعت پول را دريافت خواهد نمود كنيم هر ساعتي در روز كه سرمايه مي

  : تواند داشته باشد اين فرد فعاليتهاي زير را مي

  . اضافي تعقيب كند% 50گذاري روز قبل را با   سرمايه )1

 . گذاري جديدي را شروع نمايد سرمايه )2

  . انداز كند گذاري آينده پس پول خود را براي سرمايه )3

گذاري روز قبل داشته باشد هيچ   را شروع نمايد و بخواهد برگشتي از سرمايه1بايد توجه داشته باشيد كه اگر فعاليت 

بنابراين هر روز دو متغير . پذيري تام دارد  انعطاف3 و 2 گرفتن فعاليتهاي اما او با در نظر. انتخابي براي او نمانده است

ي نشان اكند و متغير ديگر بر گذاري كه همان روز شروع مي يك متغير براي نمايش سرمايه. تصميم مورد نياز است

  . نمايد انداز مي دادن پولي كه همان روز پس

ix (i , ..., )==== 1   شنبه  شنبه، چهارشنبه و پنج جديد به ترتيب در روز دوشنبه، سهگذاري  سرمايه: 4

iS (i , ..., )==== 1   . انداز نموده شنبه و جمعه پس شنبه، چهارشنبه، پنج پولي را كه به ترتيب در روز دوشنبه، سه: 5

براي او برگشتي گذاري  گيرد زيرا روز شنبه اين نوع سرمايه گذاري جديدي روز جمعه صورت نمي هيچ سرمايه

  : كند كه در هر روز روابط ذيل صدق كنند قيود تضمين مي. نخواهد داشت

  پول نقد موجود= انداز شده  پول پس+ گذاري شده  تمام پول سرمايه

x  براي روز دوشنبه  S+ =+ =+ =+ =1 1 100  

x  شنبه   براي روز سه
x S S+ + =+ + =+ + =+ + =1
2 2 1

2
 

x  براي روز چهارشنبه 
x S S x+ + = ++ + = ++ + = ++ + = +2
3 3 2 12

2
 

x  شنبه  براي روز پنج
x S S x+ + = ++ + = ++ + = ++ + = +3
4 4 3 22

2
 

x  براي روز جمعه
S S x+ = ++ = ++ = ++ = +4
5 4 32

2
 

 
Sپول نقد كلي در دست روز شنبه عبارتست از  x++++5   : ، از اين رو تابع مقصود عبارتست از42

Max z S x= += += += +5 42  
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دهيم، كه براي مقايسه  را توضيح مي NPV(1(ارزش فعلي خالص  بيان مسأله بعد، ابتدا به اختصار مفهوم قبل از

، به 1گذاري  فرض كنيد سرمايه. زمان فعلي، زمان صفر است. رود هاي مختلف بكار مي گذاري مطلوبيت سرمايه

,10 14,مان صفر و ز دلار در 000 24, دلار در دو سال بعد از حال، نياز دارد و 000  دلار در يك سال بعد از 000

 دلار در دو سال بعد از حال نياز دارد و 1000 دلار در زمان صفر و 6000، به 2گذاري  سرمايه. حال، برگشت دارد

  گذاري ترجيح دارد؟  كدام سرمايه.  دلار در يك سال بعد از حال، برگشت دارد8000

گذاري در يك   دلار سرمايه1وجود دارد كه در آن به ازاي ) مانند اوراق مشاركت(گذاري  فرض كنيد يك سرمايه

 1از آنجا كه . ناميم  را نرخ بهره ساليانه ميr.گردد پرداخت مي دلار در سال بعد r++++1مقدار ) با قطعيت(زمان، 

  :  دلار در سال بعد تبديل شود، داريمr++++1تواند به  زمان حال مي دلار در
k( r)++++1 دلار در سال k امr ...+ = =+ = =+ = =+ =    دلار در زمان فعلي1====ر يك سال بعد  دلار د1=

  بنابراين، 
k( r)−−−−++++1 دلار در 1==== دلار در زمان فعلي kسال بعد   

دي در لحظه هاي نق براي بيان همه جريان) شود تنزيل جريان نقدي در لحظه صفر ناميده مي(توان اين ايده را كه  مي

در هر ) در لحظه صفر به دلار(توان ارزش كلي جريان نقدي  با استفاده از تنزيل، مي. صفر بر حسب دلار، بيان نمود

، ارزش گذاري در هر سرمايه) در لحظه صفر به دلار(ارزش كلي جريان نقدي .  را مشخص كردگذاري سرمايه

  . شود گذاري ناميده مي  سرمايهNPVخالص فعلي يا 

rرض كنيد ف .==== 0   : كنيم  محاسبه مي2 و 1گذاري   سرمايهاي را برNPV باشد، حال 2

1ي گذار سرمايه  NPV , .
. ( . )

= − + − == − + − == − + − == − + − =
++++ ++++ 2

24000 14000
10 000 227 78

1 0 2 1 0 2
 دلار 

2گذاري  سرمايه NPV .
. ( . )

= − + − = −= − + − = −= − + − = −= − + − = −
++++ ++++ 2

8000 1000
6000 27 78

1 0 2 1 0 2
  دلار

  . تر استر ب2 از 1گذاري   است بنابراين سرمايه2 بيشتر از 1گذاري  ارزش فعلي سرمايه
 

هاي نقدي خروجي و  جريان. استي گذار  شركت استار اويل در حال بررسي پنج فرصت مختلف سرمايه:30 مثال

 40، اين شركت )لحظه صفر(در حال حاضر . ، در جدول زير داده شده است)به ميليون دلار(مقدار خالص نقدي 

 ميليون دلار براي 20، )1لحظه (شود كه سال بعد  ني ميبي پيش. گذاري در اختيار دارد ميليون دلار براي سرمايه

هاي نقدي  در اين حالت، جريان. گذاري را بخرد تواند كسري از هر سرمايه شركت مي. گذاري در دست باشد سرمايه

 را بخرد، آنگاه جريان نقدي 3گذاري  براي مثال، اگر شركت يك پنجم سرمايه. يابند ، تطبيق ميNPVخروجي و 

( ) ====
1
5 1

5
) ميليون دلار در لحظه صفر و  ) ====

1
5 1

5
گذاري  يك پنجم سرمايه.  لازم است1 ميليون دلار در لحظه 

                                                 
1. Net Present Value 
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) برابر NPV، داراي مقدار 3 . ) .====1 5 16 3  حاصل از NPVخواهد  استار اويل مي.  ميليون دلار است2

يك مدل خطي فرموله كنيد كه شركت را در رسيدن به اين .  را بيشينه كند5 تا 1ي ها گذاري روي پروژه سرمايه

 استفاده 1توان در لحظه  فرض كنيد، هر پول نقدي را كه در لحظه صفر به كار گرفته نشود، نمي. هدف ياري كند

  . كرد
 

  )دلار(بندي سرمايه  زش خالص فعلي در بودجهرهاي نقدي و ا جريان

  گذاري سرمايه  

  1  2  3  4  5  

  29  5  5  53  11  جريان نقدي لحظه صفر

  34  1  5  6  3  1جريان نقدي لحظه 

  39  14  16  16  13  ارزش خالص فعلي 
 

متغيرهاي تصميم را به صورت ذيل . گذاري را بخرد  شركت بايد تصميم بگيرد كه چه كسري از هر سرمايه:حل

i)شود   كه توسط شركت خريداري ميiگذاري  ز سرمايه را كسري اix. كنيم تعريف مي , , , , )==== 1 2 3 4  در نظر 5

  . گذاري است  حاصل از سرمايهNPVبگيريد، هدف شركت، بيشينه كردن 

Z x x x x x= + + + += + + + += + + + += + + + +1 2 3 4 513 16 16 14 39  

  :گذاري كند  ميليون دلار سرمايه40تواند بيش از  محدوديت لحظه صفر اين است كه شركت نمي

x x x x x+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤1 2 3 4 511 53 5 5 29 40  

  : گذاري كند  ميليون دلار سرمايه20تواند بيش از  محدوديت لحظه يك اين است كه شركت نمي

x x x x x+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤1 2 3 4 53 6 5 34 20  

i)گذاري  سرمايه% 100تواند بيش از  در ضمن شركت نمي , , , , ) i==== 1 2 3 4   .  را بخرد5

ix , i , , , ,≤ =≤ =≤ =≤ =1 1 2 3 4 5  

  : شود  مدل زير نتيجه ميبنابراين

i

max Z x x x x x

s.t. x x x x x

x x x x x

x

x

x

x

x

x ; i , , , ,

= + + + += + + + += + + + += + + + +

+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤

+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤+ + + + ≤

≤≤≤≤

≤≤≤≤

≤≤≤≤

≤≤≤≤

≤≤≤≤

≥ =≥ =≥ =≥ =

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

13 16 16 14 39

11 53 5 5 29 40

3 6 5 34 20

1

1

1

1

1

0 1 2 3 4 5
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  رژيم غذايي 

هاي  گروه) چهار گروه(شود كه در يكي از   احتياجات رژيم غذايي شخصي، از خوردن غذاهايي تأمين مي:31 مثال

 ذيل براي در حال حاضر، چهار غذاي). كيك شكلاتي، بستني، ليموناد و كيك پنير آناناسي(غذايي پايه قرار دارند 

هر روز اين شخص بايد حداقل . مصرف در دسترس هستند، نان شيريني، بستني شكلاتي، كولا و كيك پنير آناناسي

ميزان مواد غذايي موجود در هر واحد از .  اونس چربي بخورد8 اونس شكر و 10 اونس شكلات، 6 كالري، 500

ريزي خطي فرموله كنيد كه براي  يك مدل برنامه. استغذاها و هزينه خريد هر واحد از غذاها در جدول زير آمده 

  . برآوردن حداقل احتياجات غذايي روزانه با حداقل هزينه استفاده شود

  مقدار مواد براي رژيم غذايي و هزينه خريد هر واحد از غذاها

  
  ها كالري

شكلات 

  )اونس(

شكر 

  ) اونس(

چربي 

  )اونس(

هزينه خريد 

  )سنت(

  50  2  2  3  400  نان شيريني 

  20  4  2  2  200  ) ليوان1(بستني شكلاتي 

  30  1  4  0  150  ) بطري1(كولا 

  80  5  4  0  500  ) قطعه1(كيك پنير آناناسي 
 

x. كنيم  متغيرهاي تصميم را بصورت زير تعريف مي:حل ,x ,x ,x4 3 2  را به ترتيب تعداد نان شيريني، تعداد 1

بنابراين . ولا و تعداد قطعه كيك پنير آناناسي كه روزانه بايد خورده شودهاي ك هاي شكلاتي، تعداد بطري بستني

  : هزينه كل رژيم غذايي كه بايد حداقل گردد عبارتست از

Z x x x x= + + += + + += + + += + + +1 2 3 450 20 30 80  

  : محدوديت مربوط به كالري

x x x x+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥1 2 3 4400 200 150 500 500  

  : محدوديت مربوط به شكلات

x x+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥1 23 2 6  

  : حدوديت مربوط به شكرم

x x x x+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥1 2 3 42 2 4 4 10  

  : در نهايت محدوديت مربوط به چربي عبارتست از

x x x x+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥1 2 3 42 4 5 8  

  : شود ريزي خطي زير نتيجه مي بنابراين مسأله برنامه
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min Z x x x x

s.t. x x x x

x x

x x x x

x x x x

x ,x ,x ,x

= + + += + + += + + += + + +

+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥

+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥

+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥

+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥

≥≥≥≥

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

50 20 30 80

400 200 150 500 500

3 2 6

2 2 4 4 10

2 4 5 8

0

 

 

  بندي كار  زمان

وقت در روزهاي هفته نياز دارد، كه اين تعداد در هر روز متفاوت  ام يك دفتر پست به تعدادي كارمند تم:32 مثال

قاعده مشترك براي كارمندان . تعداد كارمندان تمام وقت مورد نياز در هر روز، در جدول زير داده شده است. است

از دوشنبه تا براي مثال، يك كارمند . اين است كه همه بايد پنج روز متوالي كار كرده و سپس دو روز بيكار باشند

خواهد براي رفع نيازهاي روزانه خود، كارمند  دفتر پست مي. جمعه كار كرده و شنبه و يكشنبه را تعطيل است

ريزي خطي فرموله كنيد كه دفتر پست، آن را براي كمينه كردن تعداد كارمندان  يك برنامه. وقت استخدام كند تمام

   .شوند، به كار گيرد تمام وقتي كه استخدام مي

  نيازهاي كارمندان دفتر پست

  وقت مورد نياز تعداد كارمندان تمام  روزهاي هفته

  1روز 

  2روز 

  3روز 

  4روز 

  5روز 

  6روز 

  7روز 

17  

13  

15  

19  

14  

16  

11  
 

 تعداد افرادي است كه x1كنند در نظر بگيريد، براي مثال،  ام شروع به كار ميi را تعداد افرادي كه از روز ix :حل

از آنجا كه هر كارمند دقيقاً در يك ). كنند اين افراد از دوشنبه تا جمعه كار مي(كنند  از روز دوشنبه شروع به كار مي

  : كند تابع هدف بصورت زير خواهد بود روز از هفته كار خود را شروع مي

min Z x x ... x x= + + + += + + + += + + + += + + + +1 2 6 7  
براي مثال روز . يد اطمينان حاصل كند كه هر روز هفته، تعداد كافي از كارمندان در حال كار هستنددفتر پست با

شنبه يا چهارشنبه شروع به   كارمند در حال كار باشند، در اين روز، همه بجز كارمنداني كه سه17دوشنبه بايد حداقل 

اين بدين معناست . ، مشغول هستند)نبه تعطيل هستندش شنبه و دوشنبه، و دوشنبه و سه و به ترتيب، يك(كنند  كار مي
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xكه تعداد كارمنداني كه روز دوشنبه در حال كار هستند،  x x x x+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +1 4 5 6 بنابراين محدوديت .  است7

  : روز دوشنبه بصورت زير است

x x x x x+ + + + ≥+ + + + ≥+ + + + ≥+ + + + ≥1 4 5 6 7 17  
i(iدوديتهاي علامت با افزودن محدوديتهاي مشابه براي شش روز ديگر هفته و مح , ..., ) x= ≥= ≥= ≥= ≥1 7 ، مسأله به 0

  : شود صورت زير فرموله مي
 

  min Z x x x x x x x= + + + + + += + + + + + += + + + + + += + + + + + +1 2 3 4 5 6 7  

.s.t  )محدوديت دوشنبه(         x1                 x x x x+ + + + ≥+ + + + ≥+ + + + ≥+ + + + ≥4 5 6 7 17  

x                )شنبه محدوديت سه( x++++1 2                 x x x+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥+ + + ≥5 6 7 13  

x                )محدوديت چهارشنبه( x x+ ++ ++ ++ +1 2 3                 x x+ + ≥+ + ≥+ + ≥+ + ≥6 7 15  

x                )شنبه محدوديت پنج( x x x+ + ++ + ++ + ++ + +1 2 3 4                 x+ ≥+ ≥+ ≥+ ≥7 19  

x                )محدوديت جمعه( x x x x+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +1 2 3 4 5                 ≥≥≥≥ 14  

x                       )محدوديت شنبه( x x x x+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +2 3 4 5 6         ≥≥≥≥ 16  

x                               )شنبه محدوديت يك( x x x x+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +3 4 5 6 7 ≥≥≥≥ 11  

ix                                   )وديتهاي علامتدمح( ; i , ...,≥ =≥ =≥ =≥ =0 1 7  

  

  مسائل امتزاج

ي براي فروش توليد هاي مختلف به نسبتهاي مطلوب تركيب شده و كالاي وضعيتي كه در آن لازم است تا ورودي

  . نامند چنين مسائلي را مسائل امتزاج مي. شود ريزي خطي مربوط مي هاي برنامه شود، معمولاً به تجزيه و تحليل
 

هر نوع بنزين داراي . رساند به فروش مي) سوپر و معمولي( يك كمپاني نفت خام دو نوع بنزين :33 مثال

باشد كه در جدول زير خلاصه شده  نيمم غلظت اكتان مي و ميخصوصياتي در مورد ماكزيمم فشار مجاز تبخير 

  : است
 

  قيمت هر بشكه
  ماكزيمم تقاضا 

  )بشكه(در هفته 

نيمم غلظت  مي

  اكتان

ماكزيمم فشار 

  مجاز تبخير
  بنزين

  سوپر  7  103  12000  10

 معمولي  8  94  59000  9
 

  : ت آنها به قرار زير استرود، مشخصا  جهت توليد بكار ميB و Aدر اين كمپاني دو نوع نفت 
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  هزينه هر بشكه
ماكزيمم توليد 

  )شكهب(
  نفت   فشار تبخير   غلظت اكتان 

8  15000  109  9  A  

7  40000  90  6  B 
 
طرح كمپاني آن است كه تركيبي از دو نوع بنزين را در هفته بفروش برساند كه سود حاصل حداكثر گردد، يك 

  .  دهيدريزي خطي براي آن ارائه مدل برنامه

. اند يد بنزين معمولي و سوپر تخصيص يافتهل باشند كه به ترتيب به توA مقاديري از نفت y1 و x1 فرض كنيد :حل

توان سود نهايي حاصل از فروش هر  اينك مي. رفته شوند در نظر گB مقاديري مشابه از نفت y2 و x2همچنين 

 9 تومان است و فروش هر بشكه بنزين معمولي 8 هزينه بشكه آن Aمثلاً در مورد نفت . نوع بنزين را محاسبه نمود

 تومان است، به 1 برابر Aتومان است از اين رو سود نهائي حاصل از فروش يك بشكه بنزين معمولي توليد شده از 

  :  مشابه، داريمطور
 

  سود نهايي براي بنزين

  معمولي  سوپر
  نفت  هزينه هر بشكه

2  1  8  A 

3  2  7  B 

 قيمت فروش  9  10

 

  : توان تابع هدف را بصورت زير خلاصه كرد اينك مي

Maz Z x y x y= + + += + + += + + += + + +1 1 2 22 2 3  
   :آورند محدوديتهاي توليد و تقاضا، نامعادلات زير را بوجود مي

 
A  x نفت محدوديت توليد y+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤1 1 15000  

B xمحدوديت توليد نفت  y+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤2 2 40000  

y  محدوديت تقاضا براي بنزين سوپر  y+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤1 2 12000  

x  محدوديت تقاضا براي بنزين معمولي  x+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤1 2 59000  
 

، B و A غلظت اكتان قاعده بر آن است كه مخلوط توليدات نيمم در رعايت محدوديتهاي ماكزيمم فشار تبخير و مي

يعني به صورت ميانگين (باشد  حاوي مقدار فشار و اكتان متناسب با مجموع فشار و اكتان موجود در هر كدام مي

 مخلوط كنيم، با توجه به فشار تبخير هر كدام، فشار تبخير B را با يك شبكه از Aمثلاً اگر يك بشكه از ). وزين

  : نزين مخلوط شده برابر است باب

( ) ( )
.

++++
====

++++

9 1 6 1
7 5

1 1
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  : و همچنين غلظت اكتان حاصل برابر است با

( ) ( )
.

++++
====

++++

109 1 90 1
99 5

1 1
 

  : گردد با رو فشار تبخير بنزين معمولي برابر مي از اين

x x

x x

++++

++++
1 2

1 2

9 6
 

  :  است، خواهيم داشت8كه حداكثر بنزين معمولي 

x x
x x

x x

++++
≤≤≤≤ ⇒⇒⇒⇒ − ≤− ≤− ≤− ≤

++++
1 2

1 2
1 2

9 6
8 2 0  

  : همچنين براي محدوديت فشار تبخير در بنزين سوپر داريم

y y
y y

y y

++++
≤≤≤≤ ⇒⇒⇒⇒ − ≤− ≤− ≤− ≤

++++
1 2

1 2
1 2

9 6
7 2 0  

  : نيمم غلظت اكتان در بنزين معمولي داريم به دليل مشابه براي محدوديت مي

x x
x x

x x

++++
≥≥≥≥ ⇒⇒⇒⇒ − ≥− ≥− ≥− ≥

++++
1 2

1 2
1 2

109 90
94 15 4 0  

  : هيم داشتنيمم غلظت اكتان در بنزين سوپر خوا به طور مشابه براي مي

y y
y y

y y

++++
≥≥≥≥ ⇒⇒⇒⇒ − ≥− ≥− ≥− ≥

++++
1 2

1 2
1 2

109 90
103 6 13 0  

  : آيد بنابراين مدل حاصل براي مسأله فوق به صورت زير درمي

Max Z x y x y

s.t. x y

x y

y y

x x

x x

y y

x x

y y

x ,y ,x ,y

= + + += + + += + + += + + +

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

− ≤− ≤− ≤− ≤

− ≤− ≤− ≤− ≤

− ≥− ≥− ≥− ≥

− ≥− ≥− ≥− ≥

≥≥≥≥

1 1 2 2

1 1

2 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 1 2 2

2 2 3

15000

40000

12000

59000

2 0

2 0

15 4 0

6 13 0

0

 

 

  

  

Cre
at
ed

 in
 M

as
te
r P

DF 
Ed

ito
r



 59..................................................................................................................ريزي خطي   مفاهيم برنامه-فصل اول 

  اي ريزي منطقه برنامه

كشاورزان يك منطقه زراعي تصميم دارند كه عمليات كاشت، داشت و برداشت را به شكل تعاوني انجام : 34 مثال

اين منطقه از سه مزرعه .  قابليتهاي يكديگر و امكانات دولتي استفاده كرده و توليد جمعي را افزايش دهنددهند، تا از

اطلاعات مربوط به آب . نمايند دو عامل زمين و آب امكانات كاشت اين مزارع را محدود مي. تشكيل شده است

  : موجود در زمين قابل كشت سه مزرعه در جدول زير آمده است
  

  مزرعه
  زمين قابل كشت

  )هكتار(

  آب موجود

  )هزار مترمكعب(

1  400  600  

2  600  800  

3  300  375  
  

ميزان عملكرد در هكتار و . محصولات مناسب كشت در اين منطقه زراعي عبارت از چغندرقند، پنبه و ذرت است

بي از سه محصول، كاشت به علاوه، براي حصول به تركيب مناس. آب مورد نياز اين سه محصول با يكديگر متفاوتند

  : آمده است تواند از يك مقدار مشخص بيشتر باشد، اين اطلاعات در جدول زير هر محصول نمي
  

  محصول
  حداكثر كشت 

  )هكتار(

  مصرف آب 

  )هزار مترمكعب(

  منافع خالص 

  )دلار در هكتار(

  400  3  600  چغندرقند 

  300  2  500  پنبه 

  100  1  325  ذرت 
  

. اند كه نسبت زمين كاشته شده به زمين موجود براي هر سه مزرعه مساوي باشد  توافق كردهكشاورزان سه مزرعه

ريزي خطي  مدل برنامه. ليكن، محدوديتي در مورد تركيب كشت محصولات در هر يك از سه مزرعه وجود ندارد

  . مسأله فوق را ارائه دهيد

، jxمتغيرهاي تصميم . ر محصول اختصاص يابد هدف تعيين مقدار زميني است كه بايد در هر مزرعه به ه:حل

(j , , ..., )==== 1 2   : كنيم  را بصورت زير تعريف مي9
  

  مزرعه   )هكتار(تخصيص 

  3  2  1  محصول

  x1  x2  x3  چغندرقند

  x4  x5  x6  ه پنب

  x7  x8  x9  ذرت 
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ريزي خطي مسأله به شكل زير خواهد  مدل برنامهدهنده كل سود حاصل است، لذا   نشانZچون معيار كارآمدي 

  : بود

Max Z (x x x ) (x x x ) (x x x )= + + + + + + + += + + + + + + + += + + + + + + + += + + + + + + + +1 2 3 4 5 6 7 8 9400 300 100  

s.t.  

x x x

x x x

x x x

+ ++ ++ ++ + 


+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤ 
+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤ 

1 4 7

2 5 8

3 6 9

400

600

300

≤

  زمين

 

x x x

x x x

x x x

+ ++ ++ ++ + 


+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤ 
+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤ 

1 4 7

2 5 8

3 6 9

3 2 600

3 2 800

3 2 375

≤

 آب 

 

x x x

x x x

x x x

+ ++ ++ ++ + 


+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤ 
+ + ≤+ + ≤+ + ≤+ + ≤ 

1 2 3

4 5 6

7 8 9

600

500

325

≤

 محصول 

 

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

+ + + ++ + + ++ + + ++ + + + 



+ + + ++ + + ++ + + ++ + + + 


+ + + ++ + + ++ + + ++ + + +



1 4 7 2 5 8

2 5 8 3 6 9

3 6 9 1 4 7

400 600

600 300

300 400

=

=

=

 موافقتنامه 

        jx , j , ...,≥ =≥ =≥ =≥ =0 1 9  

  : دهيم محدوديتهاي مربوط به موافقتنامه را به شكل زير تغيير ميفقط به اين ترتيب مدل كامل شده است، 

(x x x ) (x x x )

x x x (x x x )

(x x x ) (x x x )

+ + − + + =+ + − + + =+ + − + + =+ + − + + =

+ + − + + =+ + − + + =+ + − + + =+ + − + + =

+ + − + + =+ + − + + =+ + − + + =+ + − + + =

1 4 7 2 5 8

2 5 8 3 6 9

3 6 9 1 4 7

3 2 0

2 0

4 3 0

 

 

  مسأله تركيبي خوراك

ر ذرت، سنگ اين كار را با تركيب عناصري نظي. كند كشاورزي خوراك دانه مرغ توليد مييك كارخانه  :35 مثال

متفاوت نظير گيرد كه خوراك، مقادير معيني از مواد مغذي  تركيب به طريقي انجام مي. دهد آهن، يا يونجه انجام مي

 تعداد عناصر nبراي روشن شدن، فرض كنيد كه . ها را شامل شود ها و ويتامين پروتئين، كلسيم، كربوهيدرات

jتركيبي  , , ...,n==== 1 iد عناصر مغذي  تعداm و 2 , , ...,m==== 1  هزينه هر واحد عنصر jcفرض كنيد كه .  است2
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j ام و نيزjx مقدار عنصر تركيبي jبنابراين كل هزينه . ام مورد استفاده باشد
n

j j
j

c x
====
∑∑∑∑
1

اگر تعداد محصول .  است

 باشد، آنگاه bنهايي مورد نياز 
n

j
j

x b
====

====∑∑∑∑
1

ام موجود در يك i مقدار مواد مغذي ijaباز فرض كنيد كه .  داريم

 و ����′′′′iحد خوراك مرغ به ترتيب اام در يك وiباشد، و حد بالا و پائين مورد قبول مواد مغذي ام jواحد تركيبي 

iu′′′′بنابراين بايد محدوديتهاي .  باشد
n

i ij j i
j

b a x u b
====

′ ′′ ′′ ′′ ′≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤∑∑∑∑
1

i را به ازاي ���� , , ...,m==== 1 بالاخره، .  داشته باشيم2

مسأله تركيب مواد به .  را به دست آوردj واحد عنصر تركيبي juبه دليل كمبودها، فرض كنيد كارخانه حداكثر 

   :بندي كرد مولتوان چنين فر نيمم شود و محدوديتهاي مورد نياز برقرار باشند را مي طوري كه هزينه مي

n n

n

n n

n n

m m m mn n m

n n

min c x c x ... c x

x x ... x b

b a x a x ... a x bu

b a x a x ... a x bu

b a x a x ... a x bu

x u

x u

x u

+ + ++ + ++ + ++ + +

+ + + =+ + + =+ + + =+ + + =

′ ′′ ′′ ′′ ′≤ + + + ≤≤ + + + ≤≤ + + + ≤≤ + + + ≤

′ ′′ ′′ ′′ ′≤ + + + ≤≤ + + + ≤≤ + + + ≤≤ + + + ≤

′ ′′ ′′ ′′ ′≤ + + + ≤≤ + + + ≤≤ + + + ≤≤ + + + ≤

≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤

≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤

≤ ≤≤ ≤≤ ≤≤ ≤

1 1 2 2

1 2

1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 1

2 2

0

0

0

����

����

����

����

����

 

 

  ريزي خطي   بررسي تغييراتي در مسأله برنامه-1-4
 خطي يريز دهيم كه تغييراتي را در حالت كلي روي مسأله برنامه هايي را مورد بحث قرار مي در انتهاي اين فصل مثال

  : كنند، از جمله بررسي مي

  ام به اندازه يك واحد i اضافه شدن سمت راست محدوديت -1

  شدن يك محدوديت  حذف و اضافه -2

   حذف و اضافه شدن يك متغير -3

  ) نواحي شدني يكسان( تركيب دو تابع هدف و مقايسه آن با حالت قبل -4
 

  :  زير را درنظر بگيريدمسأله :36 مثال

min cx

s.t. Ax b

x

≥≥≥≥

≥≥≥≥ ����
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ib با افزايش يك واحد به     bردارب ام   iلفه  ؤفرض كنيد م   ++++ و مقدار تابع هـدف بهينـه چـه         ناحيه شدني   .  تغيير كند  1

  كند؟  تغييري مي

xام به صورت iكنيم، فرض كنيد محدوديت   با يك مثال ساده تغييرات ممكن را بررسي مي :حل ≥≥≥≥1  بـوده و بـه   2

x ≥≥≥≥1    :يابد  تغيير مي3

  

  

  

  

  

  

 ثابـت  مـسأله شود ولي ممكن است محدوديت فوق زائـد باشـد و ناحيـه شـدني          كوچكتر مي  مسألهظاهراً ناحيه شدني    

   :باقي بماند، مانند شكل زير

  

  

  

  

  
 

  : يمبنابراين دو حالت ممكن براي ناحيه شدني دار

  . كند ثابت باقي بماند و در نتيجه مقدار تابع هدف بهينه تغيير نمي ����

  . شود ماند و يا بدتر مي كوچكتر شود، در اين صورت مقدار بهينه تابع هدف يا ثابت باقي مي ����

  

  

  

  

  

  

  

  
 

2  

x2  

x1  
3  

2  

x2  

x1  
3  

( )1  

x2  

x1  

x∗∗∗∗  

x ∗∗∗∗′′′′  

minC−−−−  
( )′′′′1  ( )2  

( )′′′′2  
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)با تغيير سمت راست محدوديت دوم       در شكل بالا،     )′′′′2 شود ولي مقدار تابع هـدف         مي ناحيه شدني كوچكتر   →2

، همچنين بـا تغييـر سـمت راسـت محـدوديت اول ناحيـه كـوچكتر                 ماند   بهينه باقي مي   ∗∗∗∗x و نقطه    كند  بهينه تغيير نمي  

)شود    مي )′′′′1 xزيـرا نقطـة     شـود     ولي مقدار تابع هدف بهينه بدتر مي       →1 بنـابراين  . ، جـواب بهينـه جديـد اسـت        ′′′′∗∗∗∗

  . شود شود و تابع هدف بهينه بهتر نمي گيريم كه با تغيير انجام شده ناحيه شدني بزرگتر نمي طور نتيجه مي اين
 

Ax در مثال قبل فرض كنيد محدوديتهاي        :37 مثال b≥≥≥≥    را با Ax b≤≤≤≤   رض كنيـد سـمت راسـت      عوض كنيم، ف

ib را به ib يعني iمحدوديت  ++++ x تغيير دهيم، براي مثال 1 ≤≤≤≤1 x به 1 ≤≤≤≤1   .  تغيير كند2

  

  

  

  

  

شـود و تـابع هـدف بهينـه           توان گفت ناحيه شدني كوچكتر نمـي         مشابه مي   پيرو توضيحات مثال قبل و با استدلال       :حل

  . شود بدتر نمي
 

m زير را در نظر بگيريد و فرض كنيد محدوديت جديد مسأله: 38 مثال ++++    : اضافه شودمسأله به 1

max Cx

s.t. Ax b

x

≥≥≥≥

≥≥≥≥ 0

 

ام، جواب بـه چـه صـورت    i؟ در صورت حذف محدوديت      كند  ري مي ناحيه شدني و مقدار تابع هدف بهينه چه تغيي        

   خواهد بود؟

  

  : بوده است) 3( و  )2(و ) 1( در ابتدا، محدوديتهاي مسأله به شكل زير دقت كنيد، فرض محدوديتهاي :حل

  

  

  

  

  

  

  

  

1  

x2  

x1  
2  

( )1  

x2  

x1  

*x  

( )2  

( )3  

maxC  
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و حذف بعضي از محدوديتها را بررسي ) ل زيرشك (6 و 5، 4خواهيم تغييرات حاصل از اضافه شدن محدوديتهاي        مي

  : كنيم

  

  

  

  

 

  

  

  

  

  

 5كند، با اضافه شدن محـدوديت    ناحيه شدني تغيير نمي4با اضافه شدن محدوديت زائد    :اضافه شدن محدوديت  

بـا اضـافه شـدن محـدوديت        )  بهينه اسـت   Bنقطه  (شود،    يناحيه شدني كوچكتر شده و مقدار تابع هدف بهينه بدتر م          

بـا  تـوان گفـت       بنـابراين در نهايـت مـي      . كنـد   شود ولي مقدار تابع هدف بهينه تغيير نمي         ، ناحيه شدني كوچكتر مي    6

  . شود ف بهينه بهتر نميشود و تابع هد ناحيه شدني بزرگتر نمياضافه شدن يك محدوديت 

كنـد ولـي ناحيـه شـدني بزرگتـر        جـواب بهينـه تغييـر نمـي    1با حذف محدوديت غيرفعـال   :حذف شدن محدوديت  

، ناحيـه   2كند ولي با حـذف محـدوديت           جواب بهينه و ناحيه شدني تغيير نمي       4شود، با حذف محدوديت زائد        مي

ام، ناحيـه شـدني   iتـوان گفـت بـا حـذف محـدوديت          شـود، بنـابراين مـي       شدني بزرگتر شده و جواب بهينه بهتر مـي        

  . شود شود و تابع هدف بهينه بدتر نمي كوچكتر نمي
 

n زير را در نظر بگيريد و فرض كنيد متغير جديد مسأله :39 مثال ++++    اضافه شود،مسأله به 1

min Cx

s.t. Ax b

x

≥≥≥≥

≥≥≥≥ 0

 

 حذف شـود، در  مسأله، از kxكند؟ فرض كنيد يك متغير، مثلاً         ناحيه شدني و مقدار تابع هدف بهينه چه تغييري مي         

  كند؟  مياين صورت ناحيه شدني و مقدار تابع هدف بهينه چه تغييري 

، kxشود و با حذف متغيـر         شود و تابع هدف بهينه بدتر نمي         با اضافه شدن يك متغير ناحيه شدني كوچكتر نمي         :حل

  . شود شود و تابع هدف بهينه بهتر نمي ناحيه شدني بزرگتر نمي
 

  : تقابل زير را خواهد داشت روي ناحيه شدني و تابع هدف تأثيرات ممسألهدر حالت كلي، تغييرات 
 

( )1  

x2  

x1  

*x  

A  

B  

( )5  
( )2  

( )3  

maxC  

( )4  

( )6  
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 مقدار تابع هدف بهينه  ناحيه شدني

 شود بهتر نمي  شود بزرگتر نمي

 شود بدتر نمي  شود كوچكتر نمي
 

  : كنيم بندي مي هاي فوق را جمع در نهايت در جدول زير، مثال
 

 رديف  نوع تغيير  ناحيه شدني  مقدار بهينه تابع هدف

i i

Ax b

x

b b

≥≥≥≥

≥≥≥≥

++++

0

1→

  1  

  2  اضافه شدن محدوديت

  شود بزرگتر نمي  شود بهتر نمي

  3  حذف شدن متغير

i i

Ax b

x

b b

≤≤≤≤

≥≥≥≥

++++

0

1→

  4  

  5  حذف شدن محدوديت

  شود كوچكتر نمي  شود بدتر نمي

  6  اضافه شدن متغير
 

سـازي بـه      نـيمم   سأله مي سازي به معني بزرگتر نشدن و در م         توجه داشته باشيد بهتر نشدن تابع هدف در مسأله ماكزيمم         

  . توان بطور مشابه تعبير كرد معني كوچكتر نشدن است، همچنين بدتر نشدن را مي
 

ــال ــر :40 مث ــان S اگ ــه امك ــه     ناحي ــسأله برنام ــه م ــوط ب ــذير مرب  ــ پ ــزي رياض ــد، يري z باش Max f (x)====1  و

z Max g(x)====2  حيه  ا روي نS             تعريف شده باشد، در اين صـورت بـا تعريـفz Max(f g)(x)= += += +=  در  3+

zاي بين  اين ناحيه، چه رابطه ,z ,z3 2     وجود دارد؟1

x :حل ,x ,x∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗
3 2 هر كدام از اين جوابهاي بهينه، بـراي   در نظر بگيريد، 3 و 2 و  1 را به ترتيب جوابهاي بهينه مسائل        1

   :دو مسأله ديگر شدني هستند، بنابراين

z f (x ) {z f (x ),z f (x )}

z g(x ) {z g(x ),z g(x )}

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗

= ≥ = == ≥ = == ≥ = == ≥ = =

= ≥ = == ≥ = == ≥ = == ≥ = =

1 1 3 3 2 2

2 2 3 3 1 1

 

z z z z z z⇒⇒⇒⇒ + ≥+ ≥+ ≥+ ≥ ⇒⇒⇒⇒ ≤ +≤ +≤ +≤ +1 2 3 3 1 22 Max(f  يا  g)(x) Max f (x) Max g(x)+ ≤ ++ ≤ ++ ≤ ++ ≤ +  

  : سازي با همان تعاريف بالا داريمMinهمچنين در مسأله 

z z z≥ +≥ +≥ +≥ +3 1 2 Min(f  يا  g)(x) M inf(x) Ming(x)+ ≥ ++ ≥ ++ ≥ ++ ≥ +  
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  : ريزي خطي زير را در نظر بگيريد  مسائل برنامه:41 مثال

 

Max z x

x

x

x ,x

====

≤≤≤≤

≤≤≤≤

≥≥≥≥

⇓⇓⇓⇓

1 2

1

2

1 2

1

1

0

                        

Max z x

x

x

x ,x

====

≤≤≤≤

≤≤≤≤

≥≥≥≥

⇓⇓⇓⇓

2 1

1

2

1 2

1

1

0

 

  

  

  

  

  

 

  

zبا تعريف  x x= += += += +3 1   :  و همان ناحيه شدني قبل، داريم2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

zبنابراين  z z∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗= += += += +3 1   :  خواهد بود، حال اگر ناحيه شدني را به صورت2

x x

x

x ,x

+ ≤+ ≤+ ≤+ ≤

≤≤≤≤

≥≥≥≥

1 2

2

1 2

2

1

0

 

  :  تغيير دهيم، خواهيم داشت

  

  

  

x1  

x2  

maxC  

z∗∗∗∗ ====1 1  

1 

1 

x1  

x2  

maxC  

z∗∗∗∗ ====2 1  

x1  

x2  

maxC  

z ====3 0  

1 

1 

z ====3 2  

, z∗∗∗∗ ====3 2  
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zشود  ملاحظه مي z z∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗< +< +< +< +3 1   .  خواهد بود2

  

x1  

x2  

maxC  

z∗∗∗∗

⇓⇓⇓⇓

====1 1
 

2 

1 

2 

x1  

x2  

maxC  

z∗∗∗∗

⇓⇓⇓⇓

====2 2
 

2 

1 

2 

x1  

x2  

maxC  

z∗∗∗∗

⇓⇓⇓⇓

====3 2
 

2 

1 

2 
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